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ěŚČţõŘ 15 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ćŘÀäŘ ýùÂþŘć :1 ýĆÜßÆõ

áøÂł ùÂþŘć ýøď ùŘĄąñć ćÀä Œþ ěŘ .ťĺŘ 1 ćŘÀäŘ ßþŘ áĄÞźõ .ÀœŘùÀł ĆţłĄœ ùÂþŘć Œþ ýøď (n ≥ 1) üÖČÖ§ ćÀä n

.ÝČĂîüõ ŠÂő n
�

ø . . . ,2
�

,1
�

ďć řČŮÂŮĆŞ Řď ùÀł ùÀœŘĄą ćÀä n .ÝČœŘĄąüõ Řď ćŘÀäŘ ,ćÂðťäŚĺ řČŮÂŮĆŞ ø ÝČĂîüõ
.ťĺŘ n = 4 Âþě ÛØł ďć Ěf ůõ .ÝČĂîüõ âÞŻ Ýû ŚŞ Řď ćÀä n ßþŘ

0 −1

1

1

ÂŞŘÂŞ áĄÞźõ ,ÝČĂî ěŚèŊ Řď ďŚî −1 ćÀä ěŘ ÂðŘ

(−1)× 1
�

+ 1× 2
�

+ 0× 3
�

+ 1× 4
�

= 71

.ćĄłüõ

.ÀłŚŞ n
�

� ýøŚÆõ Śþ ÂŮïďÃŞ ùÀõŊ ťĺćĆŞ ĆźČţœ Ćî ćÂî áøÂł Řď ďŚî ßþŘ ùÂþŘć ýøď ÂŞ ýćÀä ěŘ öŘĄŮüõ ÀČûć öŚÈœ

ěŚČţõŘ 25 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ťąŚĺ ÛŞŚì ýĆÈÖœ :2 ýĆÜßÆõ

Ýû ĆŞ Řď Âúł øć ùćŚŻ Âû Ćî ćďŘć ćĄŻø ùćŚŻ ýćŘÀãŮ ø ,ťĺŘ ť£ţþŚŢ ŚûöŊ ěŘ üØþ Ćî ,Âúł ýćŘÀãŮ řþŚźä ďĄÈî ďć
ěŘ ýŘĆäĄÞźõÂþě ĆŞ .ćďŘć ćĄŻø (üœŚČõ Âúł ø ùćŚŻ ÀĂİ ÛõŚł) ýÂČÆõ ť£ţþŚŢ ĆŞ Âúł Âû ěŘ ÝČœŘćüõ .ÀĂîüõ Ûňø

:ÀłŚŞ ĆţłŘć Řď Âþě ŕÂł øć ÂðŘ ÝČþĄðüõ "ĆÈÖœ’ Œþ ŚûùćŚŻ

.ÀłŚŞ ćĄŻĄõ ť£ţþŚŢ ĆŞ ýÂČÆõ ýÂúł Âû ěŘ ŚûùćŚŻ ěŘ ĆäĄÞźõ ßþŘ ŚŞ (ÓóŘ

.ÀłŚśœ ďŘÂìÂŞ ÂÚþć "ÓóŘ’ ŕÂł ŚûùćŚŻ ßþŘ ěŘ Œþ Âû éÁ§ ŚŞ (Š

ÂÚþć ýŚûÂúł ěŘ üØþ ĆŞ ÍÖê ĆÈÖœ ßþŘ ýŚûùćŚŻ ěŘ ùćŚÔţĺŘ ŚŞ ÂðŘ ÝČþĄðüõ "ŚúĂŮ’ Řď ť£ţþŚŢ ÂČè Âúł Œþ ĆÈÖœ Œþ ďć
üÏ ÀþŚŞ Ćî ĆÈÖœ öŊ ýŚûùćŚŻ ćŘÀãŮ ŚŞ ťĺŘ ÂŞŘÂŞ ť£ţþŚŢ ŚŮ Âúł Âû ýĆÜňŚê ĆÈÖœ Œþ ďć .ÀłŚŞ ĆţłŘć ÝČÖţÆõ ýùćŚŻ

.ťĺŘ ť£ţþŚŢ ŚŮ ŚúĂŮ ýŚûÂúł ÛňŘĄê áĄÞźõ ÂŞŘÂŞ ĆÈÖœ Œþ ýĆĂþÃû .ÀČĺď ť£ţþŚŢ ĆŞ Âúł öŊ ěŘ ŚŮ ćÂî

ýĆÈÖœ Œþ ěŘ ÇČŞ ťĺŘ ßØÞõ) .ÀłŚŞ ĆţłŘć Řď ĆĂþÃû ßþÂŮÝî ŚûĆÈÖœ ýĆÞû ßČŞ ďć ÂðŘ ťĺŘ "ťąŚĺ ÛŞŚì’ ĆÈÖœ Œþ
(.ÝČłŚŞ ĆţłŘć ťąŚĺ ÛŞŚì

ÂþŚĺ Śþ ĆÈÖœ ýŚûùćŚŻ ßČŞ ěŘ) ýŘùćŚŻ öŊ ýŚúĂŮ ýŚûÂúł ěŘ ôŘÀîžČû ßČŞ Ćî ćďŘć ćĄŻø üţąŚĺ ÛŞŚì ýĆÈÖœ ÀČĂî ťŞŚŹ
.ćďŘÀœ ćĄŻø (ŚûùćŚŻ

1384 ťÈúśþćďŘ 13 1 ñøŘ ěøď



ďĄÈî ÂŮĄČşõŚî ćŚČşÞóŘ ßČÞûćÃœŚŢ ôøć ýĆÜ§Âõ'

&

$

%

ěŚČţõŘ 30 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . üĺŚØä ýŚûßČŞďøć :3 ýĆÜßÆõ

ćĄłüõ ĆţąŚĂł ćďŘć Ćî üþŚûťČÜŞŚì ýĆäĄÞźõ ŚŞ ťîÂł ßþŘ ßc ČŞďøć ñc Àõ Âû .ÀĂîüõ ÀČóĄŮ üĺŚØä ýŚûßČŞďøć üţîÂł
üþŚûťČÜŞŚì Ûî ýĆäĄÞźõ .(ÅØäÂŞ ø Àł ÀĂûŘĄą ŠĄÆ¡õ ñÀõ Œþ ěŘ ,ťČÜŞŚì ýĆäĄÞźõ Œþ ŚŞ ßČŞďøć øć üĂãþ)

.ťĺŘ A = {a � , a � , . . . , an} ýĆäĄÞźõ ŚŞ ÂŞŘÂŞ ÀłŚŞ ĆţłŘć ÀœŘĄŮüõ ßČŞďøć Œþ Ćî

ýĆäĄÞźõ ýŘďŘć řČŮÂŮ ĆŞ Ćî ćŘć ĆŐŘďŘ ďŘěŚŞ ĆŞ Řď X � , X � , . . . , Xm ñc Àõ ýŚûßČŞďøć ťîÂł ßþŘ ,ÅČĺŚbŮ ñc øŘ ñŚĺ ďć
ßþŘ ěŘ ôŘÀî žČû ,ÀĂłŚŞ ćĄąĆŞ ńĄÊ£õ ťČŞŘÁŻ ýŘďŘć Śû ñÀõ ôŚÞŮ ĆîßþŘ ýŘÂŞ .ÀœćĄŞ A � , A � , . . . , Am ýŚûťČÜŞŚì

.(i = j ùŚðöŊ Ai ⊂ Aj ÂðŘ üĂãþ) ćĄśœ ŘďŘć Řď ÂÚþć ñÀõ Œþ ýŚû ťČÜŞŚì ôŚÞŮ ŚûñÀõ

ø ÀĂî ü§ŘÂÏ ñøŘ ñŚĺ ďć ùÀł ĆŐŘďŘ ýŚûñÀõ ýøď ěŘ Řď ŚûñÀõ ěŘ ýŘĆäĄÞźõ ťêÂð ÝČÞÊŮ ťîÂł ßþŘ ôøć ñŚĺ ďć
ĆŞ ćĄŞ Âþě ŕÂł øć ýŘďŘć Ćî B ýŚû ťČÜŞŚì ýĆäĄÞźõ ŚŞ Y Ûůõ üóÀõ Âû Ćî ćĄŞ ĆœĄð ßþŘ ĆŞ ľøď .ÀĂî ĆŐŘďŘ ďŘěŚŞ ĆŞ

.Àł ĆŐŘďŘ ďŘěŚŞ

.(B ∩ Ai 6= Ø üĂãþ) .ÀłŚŞ ŘďŘć Řď Xi ýŚûťČÜŞŚì ěŘ üØþ ÛìŘÀ§ Y ÀþŚŞ ,Xi Ûůõ Ûśì ñŚĺ ñÀõ Âû ýŘěŘĆŞ (1

.ÀłŚśœ ñøŘ ŕÂł ýŘďŘć ćĄłüõ ßČČãŮ B′ ýŚûťČÜŞŚì ŚŞ Ćî üóÀõ ,B 6= B′ Ćî B′ Ûůõ B ěŘ ĆäĄÞźõÂþě Âû ýŘěŘĆŞ (2

ľøď ßČÞû ŚŞ ŚfÖČìć ,ćÂî ü§ŘÂÏ ñøŘ ñŚĺ ýŚûñÀõ ýøď ěŘ Řď ôøć ñŚĺ ýŚûñÀõ ýĆäĄÞźõ Ćî ďĄÏ öŚÞû ťîÂł ßþŘ
ýŚûñÀõ ýĆäĄÞźõ Ćî ÀČĂî ťŞŚŹ .ćÂî ü§ŘÂÏ ôøć ñŚĺ ýŚûñÀõ ýĆäĄÞźõ ýøď ěŘ Řď ôĄĺ ñŚĺ ýŚûñÀõ ýĆäĄÞźõ

.ťĺŘ Ýû ÀĂœŚõ ŚfĂČä ôĄĺ ø ñøŘ ñŚĺ

ěŚČţõŘ 30 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ŚûťÈðýŚŻ :4 ýĆÜßÆõ

řČŮÂŮ ßþŘ ďć ďŚŞŒþ ŚfÖČìć ćŘÀäŘ ßþŘ ěŘ ôŘÀî Âû Ćî ťĺŘ n ŚŮ 1 ćŘÀäŘ ěŘ üśČŮÂŮ n ŚŮ 1 ćŘÀäŘ ěŘ ťÈðýŚŻ Œþ :ÓþÂãŮ
.(ťĺŘ 4 ŚŮ 1 ćŘÀäŘ ěŘ ťÈðýŚŻ Œþ 〈4,3,1,2〉 Ěf ůõ) .ťĺŘ ùÀł ÂûŚÒ

:ÝČûć ôŚźœŘ ÝČœŘĄŮüõ Řď Âþě ÛÞä øć ŚúĂŮ 2k + 1 ŚŮ 1 ćŘÀäŘ ěŘ P = 〈p � , p � , . . . , p � k, p � k+ � 〉ťc ÈðýŚŻ ýøď ÂŞ

ÛþÀśŮ 〈p � k, p � , p � , . . . , p � k− � , p � k+ � 〉ťc ÈðýŚŻ ĆŞ Řď P ťc ÈðýŚŻ Ćî ćĄłüõ ùćŘć ÇþŚÞœ séÂ§ ŚŞ :Âĺ ÇąÂİ
.ÀĂîüõ

ÛþÀśŮ 〈p � , p � k+ � , p � , p � , . . . , p � k〉 ťc ÈðýŚŻ ĆŞ Řď P ťc ÈðýŚŻ Ćî ćĄłüõ ùćŘć ÇþŚÞœ d éÂ§ ŚŞ :ôće ÇąÂİ
.ÀĂîüõ

ťÈðýŚŻ ñŚůõ ýŘÂŞ .ćÂî řŮÂõ öŘĄŮüõ Řď 2k+1ŚŮ 1 ćŘÀäŘ ýŚûťÈðýŚŻ ěŘ ŚŮ ÀĂİ ,ĎŚŞ ÛÞä øć ŚŞ ÝČœŘÀŞ ÝČûŘĄąüõ
:ćĄłüõ řŮÂõ Âþě ŰďĄňĆŞ (ťĺŘ k = 2ťóŚ§ ßþŘ ďć) 〈4,2,1,3,5〉

〈4,2,1,3,5〉
d
−→ 〈4,5,2,1,3〉

s
−→ 〈1,4,5,2,3〉

d
−→ 〈1,3,4,5,2〉

d
−→ 〈1,2,3,4,5〉

ýĆðÂŞ ýĎŚŞ ďć Řď ñĄõÂê ßþŘ .ÀþďøŊ ťĺćĆŞ křÆ§ÂŞ ñĄõÂê Œþ ŰďĄňĆŞ Řď öÀł řŮÂõ ÛŞŚì ýŚûťÈðýŚŻ ćŘÀãŮ
.ÀČĂî ŰŚśŹŘ Řď ćĄą ýĆţÔð Åşĺ ø ÀČÆþĄĂŞ ĳőŘø ŰďĄň ĆŞ ŠŘĄŻ

1384 ťÈúśþćďŘ 13 2 ñøŘ ěøď



ďĄÈî ÂŮĄČşõŚî ćŚČşÞóŘ ßČÞûćÃœŚŢ ôøć ýĆÜ§Âõ'

&

$

%

ěŚČţõŘ 20 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ßîíŚŢ ÂÔň :5 ýĆÜßÆõ

ýŚûÝìď Åşĺ .ÝČÆþĄœüõ ÁèŚî ýøď ÂŞ ćÀä øć Âû ßČŞ üóŚą ýĆÜňŚê Œþ ŚŞ ø Ýû Âĺ ťÈŢ Řď 100,000 ŚŮ 1 ćŘÀäŘ
ěŘ ďŚî ßþŘ ŚŞ ťĺŘ ßØÞõ Ćî ÀČĂî ĆŻĄŮ (.ÝČĂîüõ ßþÃðýŚŻ üóŚą ýĆÜňŚê ŚŞ Řď ŚûöŊ üĂãþ) ÝČĂîüõ íŚŢ Řď ŚûöŊ ÂÔň
?ťĺŘ ÀĂİ ÛňŚ§ ćŘÀäŘ âÞŻ .ÀœĄłüõ ÀČóĄŮ 9 ø 7 ćÀä øć 70090 ěŘ Ěf ůõ :ÀœĄł ÀČóĄŮ ÂÚþć ćÀä ýćŘÀãŮ ćÀä Œþ

.ÀČûć öŚÈœ É£Èõ Û§ŘÂõ üÏ ø ťìć ĆŞ Řď ćĄą ýĆśĺŚ¡õ ýùĄ¡œ

ěŚČţõŘ 25 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ŚûĆäĄÞźõ :6 ýĆÜßÆõ

ø ÂðŘ Ai ∩ Bj = Ø :Ćî ÀĂţÆû ýŘĆœĄðĆŞ B � , B � , . . . , Bn ø A � , A � , . . . , An ýĄÌä r ýŚûĆäĄÞźõ Ćî ÀČĂî ŋÂê
.i = j ÂðŘ ŚúĂŮ

Âû .(X =
⋃n

i= � (Ai ∪ Bi) üĂãþ) ÀłŚŞ ùÀł ÛČØÈŮ ŚûĆäĄÞźõ ßþŘ ôŚÞŮ áŚÞţŻŘ ěŘ X ýĆäĄÞźõ Ćî ÀČĂî ŋÂê
ýŚÌäŘ ěŘ řČŮÂŮ Œþ ĆäĄÞźõŒþ ěŘ ťÈðýŚŻ Œþ) ÝČûćüõ öŚÈœ 〈x � , · · · , xm〉ŰďĄňĆŞ Řď X ýŚÌäŘ ěŘ üţÈðýŚŻ

(.ťĺŘ ùÀł ÂûŚÒ öŊ ďć ďŚŞ Œþ ŚfÖČìć ĆäĄÞźõ ěŘ ýĄÌä Âû Ćî ťĺŘ öŊ

P =ťc ÈðýŚŻ Ćî ÝČĂîüõ ÓþÂãŮ ,(A ∩ B = Ø üĂãþ) ÀĂłŚŞ ÂÚþÀØþ ěŘ ŘÃźõ ø X ýĆäĄÞźõÂþě øć Âû B ø A ÂðŘ
ďć a Ćî üþŚŻ ,b ∈ B Âû ø a ∈ A Âû ýŘěŘĆŞ ÂðŘ ŚúĂŮ ø ÂðŘ ,ÀĂîüõ ÝČÆÖŮ Řď (A, B)řc ŮÂõ Žøě ,X ěŘ 〈x � , . . . , xm〉

.(i < j ŰďĄň öŊ ďć xj = b ø xi = a ÂðŘ üĂãþ) ťĺŘ ùÀł ÂûŚÒ b Ćî ÀłŚŞ üþŚŻ ěŘ Ûśì ťĺŘ ùÀł ÂûŚÒ P

ťêŚþ X ýŚÌäŘ ěŘ P ťc ÈðýŚŻ ø ÀłŚŞ i 6= j Ćî ÀĂłŚŞ ĆţłŘć ćĄŻø j ø i ćďŘÀœ öŚØõŘ ÀČĂî ťŞŚŹ (ùÂÞœ 10) (ÓóŘ
.ÀĂî ÝČÆÖŮ Řď (Aj , Bj) ø (Ai, Bi) ýŚûřŮÂõ Žøě P ťÈðýŚŻ ĆîýďĄÏĆŞ ćĄł

.n ≤ ( � r
r

) ÀČĂî ťŞŚŹ (ùÂÞœ 15) (Š

ěŚČţõŘ 25 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . üÖÎĂõ ďŘÀõ :7 ýĆÜßÆõ

xi üÖÎĂõ ÂČçţõ n + 1 Ćî ÝþďŘć üûŚÚţĺć .ćÂþÁŢüõ Řď 1 ø 0 ÂþćŚÖõ ŚúĂŮ Ćî ťĺŘ ýÂČçţõ a ÀĂœŚõ üÖÎĂõ ÂČçţõ Œþ
.ćĄłüõ ŽďŚą öŊ ěŘ r üÖÎĂõ ÂČçţõ Œþ ø ÀœĄłüõ ćďŘø öŊ ĆŞ (0 ≤ i ≤ n) yi üÖÎĂõ ÂČçţõ n + 1 ø (0 ≤ i ≤ n)
xi ýŚûÂČçţõ ěŘ ŚŮ øć Ýîťĺć ÂðŘ .ťĺŘ y � = 1 ø x � = 0 ĆÈČÞû ßÞő ďć .yi = 1− xi ÝþďŘć 1 ≤ i ≤ n Âû ýŘěŘĆŞ

.ćĄŞ ÀûŘĄą r = 0ŰďĄň ßþŘ ÂČè ďć ø r = 1 ,ÀĂłŚŞ ĆţłŘć 1 ďŘÀÖõ

ø ýćøďø øć ŰŚãÎì ßþŘ ěŘ ôŘÀî Âû .ťĺŘ ùÀł ùćŚÔţĺŘ öŊ ěŘ ùŚÚţĺć ßþŘ ťąŚĺ ďć Ćî ÝþďŘć üÖÎĂõ ýĆãÎì áĄœ øć
ýĆãÎì üŻøÂą ĆîöŊ ñŚ§ .ÀłŚŞ 1 ýćøďø øć Âû Ćî ťĺŘ 1 üţìø ŚúĂŮ A áĄœ ěŘ ýĆãÎì üŻøÂą .ÀœďŘć üŻøÂą Œþ

.ÀłŚŞ 0 ýćøďø øć Âû Ćî ťĺŘ 0 üţìø ŚúĂŮ B áĄœ ěŘ

ýŚûýćøďø ěŘ Œþ Âû .ÀœĄłüõ ùćŘć öŚÈœ K ŚŮ 1 ýŚûùďŚÞł ŚŞ Ćî ÝþŘùćÂî ùćŚÔţĺŘ ĆãÎì K ěŘ ùŚÚţĺć ßþŘ ťąŚĺ ďć
ďć .ÀłŚŞ (ÂŮŒİĄî ùďŚÞł ŚŞ) üÜśì ŰŚãÎì üŻøÂą Śþ (Śûyi ø Śûxi üĂãþ) ùŚÚţĺć ýŚûýćøďø ěŘ ÀœŘĄŮüõ ĆãÎì Œþ

.ťĺŘ ĆãÎì ßþÂąŊ üŻøÂą (r öŚÞû) ùŚÚţĺć üŻøÂą ßÞő
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ø x � ÇþŚûýćøďø ťĺŘ ßØÞõ 2 ùďŚÞł ýĆãÎì .ÀĂłŚŞ y � ø x � ťĺŘ ßØÞõ 1 ùďŚÞł ĆãÎì ýŚûýćøďø ,ñŚůõ öŘĄĂäĆŞ
.ćÂČÚŞ 2 ø 1 ŰŚãÎì üŻøÂą ěŘ Řď ÇþŚûýćøďø ťĺŘ ßØÞõ ÃČœ 3 ùďŚÞł ýĆãÎì .ÀĂłŚŞ 1 ùďŚÞł ýĆãÎì üŻøÂą

ø P ýĆãÎì øć ěŘ Œþ Âû ĆîýďĄÏĆŞ ÀœďŘć ćĄŻø Q ø P ýĆãÎì øć ø 1 ≤ i ≤ n ćÀä Ćî ÀČĂî ťŞŚŹ (ùÂÞœ 15) (ÓóŘ
.ÀœÂČðüõ {xi, yi} ýĆäĄÞźõ ěŘ Řď öŚÈþŚûýćøďø ěŘ üØþ ÛìŘÀ§ Q

.K ≥ 2n− 4 Ćî ÀČûć öŚÈœ (ùÂÞœ 10) (Š

ěŚČţõŘ 30 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ñćŚãţõöĄţĺ ýŚûñøÀŻ :8 ýĆÜßÆõ

Řď öŊ ěŘ ŘÃźõ öĄţĺ øć Âû ÂðŘ ,ťĺŘ "ñćŚãţõöĄţĺ’ Œþ ø ÂÔň ćŘÀäŘ ěŘ (öĄţĺ m ø ÂÎĺ n ýŘďŘć) n×m ñøÀŻ Œþ
.ÀĂłŚŞ ÂŞŘÂŞ ÀœďŘć ďŘÂì öĄţĺ øć ßþŘ ěŘ ÓÜţ£õ ýŚûÂÎĺ ďć Ćî 11 ø 10 ,01 ,00 ýŚûŽøě ćŘÀãŮ ,ÝČûć ďŘÂì Ýû ďŚĂî Ćî
Žøě Âû ěŘ ,ÝČûć ďŘÂì Ýû ďŚĂî ďć Řď öŊ ěŘ 3 ø 1 Śþ ø 3 ø 2 Śþ 2 ø 1 öĄţĺ ÂðŘ ŘÂþě ťĺŘ ñćŚãţõöĄţĺ Âþě ñøÀŻ Ěf ůõ

.ćĄłüõ ÀČóĄŮ üØþ 11 ø 10 ,01 ,00

0 0 0
1 0 1
1 1 0
0 1 1

2k − 1 ø ÂÎĺ 2k ýŘďŘć) .ÀþěŚÆŞ 2k × (2k − 1) ñćŚãţõöĄţĺ ñøÀŻ Œþ (k ≥ 3) k Âû ýŘěŘ ĆŞ (ùÂÞœ 15) (ÓóŘ
(öĄţĺ

ñćŚãţõöĄţĺ ñøÀŻ žČû ÀČĂî ťŞŚŹ ñŚ§ .ćďŘÀœ ćĄŻø 2k × (2k +1) ñc ćŚãţõöĄţĺ ñøÀŻ žČû ÝČœŘćüõ (ùÂÞœ 15) (Š
.ťąŚĺ öŘĄŮüÞœ ÃČœ 2k × 2k

!ÀČłŚŞ ÕêĄõ

1384 ťÈúśþćďŘ 14 4 ôøć ěøď


