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ěŚČţõŘ 20 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ĆČ§Śœ ,Íą ,ĆÎÖœ :1 ýĆÜßÆõ
Ć¡Ôň ýøď ĆÎÖœ n ŘÀţŞŘ ŚûöŊ .ÀĂĂîüõ řČźä ýěŚŞ Œþ Ýû ŚŞ ÛČŞŚì ø ÛČŞŚû
ÀĂĂîüõ Ûňø Ýû ĆŞ (ťĺŘď ŚfõøÃó Ćœ) Íą n ŚŞ ýďĄÏ Řď ŚûĆÎÖœ ø ÀĂĂîüõ Ýĺď
ćĄŻø ĆŞ ďøć Œþ ø (öŚÈþŚûÂĺ ďć ÂÚõ) ÀĂĂØœ âÎì Řď ÂÚþćÝû Íą øć žČû Ćî
ýŘÂ Ş Řď ü óŚ ů õ øďĆ Şøď ÛØł .ÀĂî ďĄśä ďŚ Ş Œþ Śf Ö Č ìć ŕŚÖ œ ýĆÞû ěŘ Ćî ÀþŊ

.Àûćüõ öŚÈœ n = 10

øć ěŘ üØþ À þŚ Ş ľćĄą ťŞĄ œ ďć ßîýěŚ Ş Âû .À Ă îüõ áøÂł Řď ýěŚ Ş Û Č ŞŚ û
:Àûć ôŚźœŘ Řď Âþě ťîÂ§

ćĄŻø ĆŞ ýěŚŞ ďć ùÀł Ýĺď ŕĄÎą ÍĺĄŮ Ćî Řď Ć¡Ôň ýŚûĆČ§Śœ ěŘ üØþ •
.ÀłŚ Ş ùÀł Ùœď Ěf ś ì À þŚ ś œ Ć Č§Ś œ ß þŘ .À Ă î Ùœď ÛõŚ î ďĄÏ Ć Ş ,ùÀ õŊ
Ýû Řď (ćďŘć üûŚ Ă ţ õŚ œ ť§ŚÆõ Ć î ýŘĆ Č§Ś œ) ü œøÂ Č Ş ýĆ Č§Ś œ öŘĄ Ůü õ

.ćÂî Ùœď ø ŠŚ£ţœŘ

ŚfõøÃó Ćœ) Íą Œþ ŚŞ Řď ÀœŘùÀÈœ Ûňø Ýû ĆŞ üÎą ŚŞ öĄĂîŚŮ Ćî ĆÎÖœ øć •
Ùœď ýŚûĆČ§Śœ ěŘ ÀþÀŻ Íą ßþŘ Ćî üÏÂł ĆŞ ,ÀĂî Ûňø Ýû ĆŞ (ťĺŘď

.ÀĂØœ ćďĄąÂŞ ýÂÚþć ýĆÎÖœ ø Íą žČû ŚŞ ø ÀĂØœ ďĄśä ùÀł

.Àûćüõ öŚÈœ ýěŚŞ ěŘ ýŘĆĂ¡ň ýŘÂŞ Řď ñĄśì ÛŞŚì üþŚûťîÂ§ ÛŞŚÖõ ÛØł
.ťĺŘ ýěŚŞ ýùÀœěŚŞ Àûć ôŚźœŘ üţîÂ§ ÀœŘĄţœ Ćî üÆî

.ÀČĂî ŰŚśŹŘ Řď ćĄą ýŚäćŘ ?ćĄł ýěŚŞ ýùÀœÂŞ ŚfÞţ§ Ćî ÀĂî ýěŚŞ ýďĄÏ ÀœŘĄŮüõ ÛČŞŚì ,üþŚû n Ćİ ýŘÂŞ

ěŚČţõŘ 25 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . üÏŘÂêŘ ýěŘĄœöŚÞúõ :2 ýĆÜßÆõ
øŘ .ÀĂţÆû øŘ öŚÞúõ A Âúł ďć üŮÀõ B Âc úł öc ŚĂîŚĺ ěŘ øŘ öc Śţĺøć ěŘ ÂÔœ 10 .ÀĂîüõ üðÀœě A Âúł ďć öŚąÃČÚĂİ
ďć .ćÂąüõ ŚÞČŢŘĄû ÍČÜŞ öŚÈþŘÂŞ üśČźä ľøď ĆŞ ,ÛČóć ßČÞû ĆŞ .ÀœćÂðěŚŞ öŚłÂúł ĆŞ ŚûöŊ ýĆÞû Ćî ćďŘÀœ ťĺøć
,A) É£Èõ Âúł øć ßČŞ ,ěŘøÂŢ Íą Âû .ćďŘć ěŘøÂŢ Íą ýćŘÀãŮ ôŘÀî Âû ø ťÆû üþŚÞČŢŘĄû ťîÂł ÀĂİ ŚûöŊ ďĄÈî
ÀþŚŞ ěŘøÂŢ Íą Œþ ěŘ ùćŚÔţĺŘ ýŘÂŞ .ÀĂîüõ ÂÆČõ ýÂÚþć ĆŞ Řď øć öŊ ěŘ Œþ Âû ěŘ ßţêď ø ťĺŘ (ÂÚþć ýŚûÂúł Śþ B
Âúł Œþ ĆŞ Âúł Œþ ěŘ ßţêď ýŘÂŞ .ćďŘć ďŚśţäŘ ùćŚÔţĺŘ ďŚŞŒþ ýŘÂŞ ŚúĂŮ ÍČÜŞ Âû ø ťłŘć ľŘùÀĂĂîĆŐŘďŘ ťîÂł ěŘ üÎČÜŞ
Ýû Řď üœŚČõ Âúł ĆŞ ěŘøÂŢ ýŘÂŞ ÍČÜŞ Ćî üÏÂł ĆŞ ,ćÂî ďĄśä ÃČœ üœŚČõ Âúł ÀĂİ ěŘ ÛÖţÆõ ýŚûěŘøÂŢ ŚŞ öŘĄŮüõ ÂÚþć

.ťłŘć

üþŚûÍČÜŞ Ćî ÀĂîüõ ŚäćŘ øŘ .Àûćüõ ÇœŚţĺøć ĆŞ Řď ŚûöŊ ø ćÂąüõ ÍČÜŞ Œþ ŚúĂŮ üþŚÞČŢŘĄû ťîÂł Âû ěŘ öŚąÃČÚĂİ
:Àûćüõ ĳČőĄŮ ÇœŚţĺøć ĆŞ Řď ßþŘ ø ÀœďŘć Řď Âþě ýŚûťČňŚą ťĺŘ ùÀþÂą Ćî

.ÀþćÂðěŚŞ B Âúł ĆŞ (A Âúł) ŚźĂþŘ ěŘ ÀČœŘĄŮüÞœ Ýû ŚŞ ĆÞû ŚûÍČÜŞ ßþŘ ŚŞ •

íý Ýîťĺć ŚfÞţ§ ùÀœŚõüìŚŞ ýŚûÍČÜŞ ŚŞ ,(ßØÞõ ÍČÜŞ Žøě Âû) ôÂČÚŞ ÅŢ ùŘĄąñć ĆŞ Řď ÍČÜŞ ŚŮ øć ŚûßþŘ ěŘ ÂðŘ •
.ÀĺÂŞ B Âúł ĆŞ ÀœŘĄŮüõ ŚÞł ěŘ ÂÔœ

öŚąÃČÚĂİ ýŘÂŞ ßţÔð ťĺŘď öŚØõŘ ÂðŘ ?ťĺŘ ĆţÔð åøďć ŚfÞţ§ øŘ Śþ ?ÀłŚŞ ĆţÔð ťĺŘď öŚąÃČÚĂİ ťĺŘ ßØÞõ ŚþŊ
ÂþÁŢöŚØõŘ ùŚðžČû ëŚÔŮŘ ßþŘ ÀČĂî ŰŚśŹŘ ,ŰďĄň ßþŘ ÂČè ďć .ÀłŚŞ ďŚðěŚĺ øŘ ýŚûéÂ§ ŚŞ Ćî ÀČœÃŞ üóŚůõ ,ćďŘć ćĄŻø

.ÀłŚŞüÞœ
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ěŚČţõŘ 25 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ďŚîëÂŞ ŰŚŞøď :3 ýĆÜßÆõ
ýĆÞû .ÀœŘÝóŚĺ ĆČÖŞ ø ŠŘÂą ŚûöŊ ěŘ ýćŘÀãŮ Ćî ÀœďŘć ďŘÂì šİĆŞťĺŘď ěŘ Óþćď Œþ ďć n ŚŮ 1 ýŚûùďŚÞł ŚŞ ÀČÜî ŚŮ n
ÀłŚŞ ÝóŚĺ ÀČÜî ÂðŘ .ćďŘć üŻøÂą ÝČĺ Œþ ÀČÜî Âû .ćďŘć "ßČþŚŢ’ ø "ĎŚŞ’ ťóŚ§ øć ÀČÜî Âû ø ÀœŘÛÊţõ ëÂŞ ĆŞ ŚûÀČÜî
ßţêŚþ ýŘÂŞ .ćďŘć ëÂŞ ĆÈČÞû ŠŘÂą ýŚûÀČÜî üŻøÂą ÝČĺ .ćďŘć ëÂŞ ÀłŚŞ "ĎŚŞ’ ÀČÜî Ćî üţìø ÍÖê öŊ üŻøÂą ÝČĺ
Řď ŚûďĄţĺć ÀþŚŞ øŘ ø ťĺŘ ùÀł ùćŘć ŚûďĄţĺć ěŘ üţĺÂúê ŰŚŞøď ßþŘ ĆŞ .ÝČĂîüõ ùćŚÔţĺŘ ŰŚŞøď Œþ ěŘ ŠŘÂą ýŚûÀČÜî

:ÀœÂþě ýŚûĆœĄð ěŘ üØþ ÍÖê ŚûďĄţĺć .ÀĂî ŘÂŻŘ řČŮÂŮ ĆŞ ŚúţœŘ ŚŮ ŘÀţŞŘ ěŘ

,ßî üĺďÂŞ Řď ćĄą ÛŞŚÖõ ÀČÜî ťóŚ§ •

,ßî ŋĄä Řď ÛŞŚÖõ ÀČÜî ťóŚ§ •

,øÂŞ üÜśì Śþ ýÀãŞ ÀČÜî ĆŞ •

,ÂČą Śþ ćďŘć ëÂŞ ÛŞŚÖõ ÀČÜî üŻøÂą ŚþŊ Ćî ßî üĺďÂŞ •

.ùÀŞ ľďŘÃð Řď ŠŘÂą ýŚûÀČÜî ø ßî ÓìĄŮ •

ěŘ ÅŢ ÂðŘ :ćďŘć üĂê ñŚØłŘ Œþ Śõ ŰŚŞøď ĆœŚÔĺŚţõ üóø .ÀĂîüõ ěŚèŊ 1 ýùďŚÞł ÀČÜî ěŘ Řď ćĄą ďŚî ŘÀţŞŘ ďć ŰŚŞøď
ěŚèŊ 1 ýùďŚÞł ÀČÜî ěŘ ŘfćÀźõ Řď ľďŚî ďŚîćĄą ďĄÏĆŞ ŰŚŞøď ,ÀłŚŞ Ûňø ëÂŞ ĆŞ öŊ üŻøÂą ,ÇÜŞŚÖõ ÀČÜî üĺďÂŞ

.ćÂČðüõ Âĺ ěŘ ñøŘ ďĄţĺć ěŘ Řď ùÀł ùćŘć ŰŘďĄţĺć öŚÞû ýŘÂŻŘ ø ÀĂîüõ

Řď ŚûöŊ ŰŚŞøď ÂðŘ ŚŮ ÀČûć ĆþŘďŘ Řď ŰŘďĄţĺć ěŘ ýŘĆóŚśœć ÀþŚŞ ŚÞł .ÀĂţÆû "ĎŚŞ’ ŘÀţŞŘ ďć ŚûÀČÜî ýĆÞû Ćî ÀČĂî ŋÂê
.Àûć ľďŘÃð üţĺďćĆŞ Řď ŠŘÂą ýŚûÀČÜî ýĆÞû ÓìĄŮ ěŘ ÅŢ ,ÀĂî ñŚśœć

ěŚČţõŘ 30 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ŰĄûÂŞ ďĄÈî :4 ýĆÜßÆõ
Ćî ýÂúł øć Âû ßČ Ş ÝČ œŘĄ Ůüõ üóø ťÆČœ ŚûÂúł ßČ Ş ýŘùćŚŻ ÂőŚ§ ñŚ§ ďć .ťĺŘ ùÀł ùćŘć Âúł n Ś Ş ýďĄÈî
ćŘÀãŮ ÂŞŘÂŞ αťąŚĺ Ûc î ýĆĂþÃû ,ÅŢ .ťĺŘ À§Řø α ùćŚŻ Âû ťąŚĺ ýĆĂþÃû .ÝþěŚÆŞ ĆêÂÏøć ýùćŚŻ Œþ ÝČûŘĄ£Ş
ŋďŘĄä öŘĄĂä ĆŞ ñĄŢ À§Řø Œþ ÀþŚ Ş ÝČĂî ďĄśä ùćŚŻ Œþ ěŘ üţìø ďĄÈî ßþŘ ďć .ÝþěŚĺüõ Ćî ćĄłüõ üþŚûùćŚŻ
j ùŘĄąñć Âúł ĆŞ i ùŘĄąñć Âúł ěŘ ÝČûŘĄ£Ş öŚõÂÑœ ćďĄõ ýŚûùćŚŻ ťąŚĺ ěŘ ÅŢ Ćî ÀČĂî ŋÂê ñŚ§ .ÝČĂî ťąŘćÂŢ
ùćŚŻ ÀĂİ ěŘ ďĄśä ÛõŚł ÀœŘĄŮüõ ÂČÆõ Œþ) ÀłŚŞ ćĄŻĄõ üÔÜţ£õ ýŚûÂČÆõ j ĆŞ i ěŘ öÀČĺď ýŘÂŞ ťĺŘ ßØÞõ .ÝþøÂŞ
ÂðŘ .ÀČõŚĂŞ j ø i ßČŞ ùŘď (ßþÂŮùćŚŻÝî) ßþÂŮùŚŮĄî ýĆĂþÃû Řď di,j .ťĺŘ öŊ ýŚûùćŚŻ ćŘÀãŮ ÂČÆõ Âû ýĆĂþÃû (.ÀłŚŞ
i Âúł øć ßČŞ üţąŘćÂŢ ŋďŘĄä ďŘÀÖõ .ćĄŞ ÀûŘĄą ťþŚúœüŞ ÂŞŘÂŞ , di,j ďcŘÀÖõ ,ÀłŚŞ ĆţłŘÀœ ćĄŻø üûŘď žČû j ø i ßČŞ
âÞŻ ø ŚûùćŚŻ ťąŚĺ ýĆĂþÃû áĄÞźõ ÂŞŘÂ Ş Řď ďĄÈî Œþ ýŘÂ Ş "ŚûùćŚŻ Ûî ýĆĂþÃû’ .ćĄ Ş ÀûŘĄą di,j ÂŞŘÂ Ş j ø
ùćŚŻ Œþ Śõ ø ,ÀłŚŞ 10 ÂŞŘÂŞ , α ďcŘÀÖõ ø ,3 Âc ŞŘÂŞ , n ÂðŘ Ěf ůõ .ÝČĂîüõ ÓþÂãŮ j ø i Âc úł øć Âû ýŘěŘ ĆŞ ŚûŋďŘĄä
ďŘÀÖõ ø 2α = 20 ÂŞŘÂ Ş ťąŚĺ ýĆĂþÃû ùŚðöŊ ,ÝþěŚÆŞ 3 ø 2 ýŚûÂúł ßČŞ Ýû ùćŚŻ Œþ ø ,2 ø 1 ýŚûÂúł ßČŞ
.ćĄ Ş À ûŘĄą 24 Â ŞŘÂ Ş öŊ ýŚ ûùćŚŻ Ûî ýĆ Ă þÃ û ß þŘÂ ŞŚ Ă Ş ø d �

, � + d �
, � + d � , � = 1 + 2 + 1 = 4 Â ŞŘÂ Ş ŋďŘĄ ä

ø nřÆ§ ÂŞ Řď ĆĂČÞî ďcŘÀÖõ ßþŘ .ćĄł ĆĂČÞî öŊ ýŚûùćŚŻ Ûî ýĆĂþÃû Ćî ÝþěŚÆŞ Řď ďĄÈî ýŚûùćŚŻ ýďĄÏ ÝČûŘĄąüõ
(.ÀČĂî üĺďÂŞ ĆœŚðŘÀŻ Řď α > 1 ø α ≤ 1 :üþŚÞĂûŘď) .ÀþďøŊ ťĺćĆŞ α
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(ôøć ğĚî) ďĄÈî ÂŮĄČşõŚî ćŚČşÞóŘ ßČÞûÀÔû ôøć ýĆÜ§Âõ'
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.ÀČĂî ùćŚÔţĺŘ öĄõěŊ ßþŘ ŰĎŘĄbĺ Û§ ďć ŰŚśŹŘ öøÀŞ Âþě řÜÎõ ěŘ ÀČœŘĄŮüõ
ÛÊţõ Ýû ĆŞ Řď Âúł øć ŚfÖČìć ùćŚŻ Âû Ćî ýďĄÏ ĆŞ ùÀł ùÀČÈî ŚûÂúł ßþŘ ßČŞ ùćŚŻ ýćŘÀãŮ .ÝþďŘć Âúł ŚŮ n
Ćî ťĺŘ ôěĎ ,ćĄÞœ ŰÂêŚÆõ ÂÚþć Âúł Âû ĆŞ ŚûùćŚŻ ßþŘ ěŘ ùćŚÔţĺŘ ŚŞ öŘĄţŞ Âúł Âû ěŘ ĆØĂþŘ ýŘÂŞ .ÀĂîüõ

.ÀłŚŞ n− 1 Ýîťĺć ŚûùćŚŻ ćŘÀãŮ

ěŚČţõŘ 20 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ŚûťÈðýŚŻ ýĆÜňŚê :5 ýĆÜßÆõ
Ěf ůõ .ćĄłüõ ÛňŚ§ n ñĄÏ ĆŞ ťÈðýŚŻ Œþ ,ÝČÆþĄĂŞ ťĺŘď ĆŞ šİ ěŘ ùŘĄąñć üśČŮÂŮ ĆŞ Řď n , . . . ,2 ,1 ćŘÀäŘ ÂðŘ
ýŚûöŚØõ ćŘÀãŮ ŚŞ ťĺŘ ÂŞŘÂŞ (öŚĺŒþ ñĄÏ ŚŞ) ťÈðýŚŻ øć ýĆÜňŚê .ťĺŘ 4 ñĄÏ ĆŞ ťÈðýŚŻ Œþ 〈1,3,2,4〉
,ťĺŘ 3 Âc ŞŘÂŞ π′′

= 〈1,4,3,2〉 ø π′
= 〈1,3,2,4〉 ýĆÜňŚê Ěf ůõ .ÀœŘŰøŚÔţõ Ýû ŚŞ Ćî ťÈðýŚŻ øć ěŘ ýÂÒŚĂţõ

.ÀœŘŰøŚÔţõ ôďŚúİ ø ôĄĺ ,ôøć ýŚûöŚØõ ďć ťÈðýŚŻ øć ßþŘ öĄİ

ťÈðýŚŻ Œþ ýĆÜňŚê .ťĺŘ π � ����� ø . . . ,π � ,π � ýŚûôŚœ ŚŞ ø n ñĄÏ ĆŞ ťÈðýŚŻ 1386 ÛõŚł A ýĆäĄÞźõ
ýùøĚä ĆŞ , . . . ,π � ø π ýĆÜňŚê ýùøĚä ĆŞ ,π � ø π ýĆÜňŚê Ś Ş ťĺŘ Â ŞŘÂ Ş A ýĆäĄÞźõ Ś Ů n ñĄÏ ĆŞ π ùŘĄąñć
A ŚŮ Řď ĆÜňŚê ßþÂŮÝî Ćî ÀþÂČÚŞ ÂÑœ ďć Řď üţÈðýŚŻ ,n ñĄÏ ĆŞ ýŚûťÈðýŚŻ ýĆÞû ßČŞ ěŘ .π � ����� ø π ýĆÜňŚê
A ŚŮ ľŘĆÜňŚê Ćî ćďŘć ćĄŻø (Śû πi ěŘ üØþ) A ýŚÌäŘ ěŘ üØþ Ýî ťĺć Ćî ÀČĂî ťŞŚŹ .ÀČõŚĂŞ x Řď ĆÜňŚê ßþŘ ø ćďŘć

.ťĺŘ 2x ÂůîŘÀ§

ěŚČţõŘ 25 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ŚûĆäĄÞźõ âÞŻ :6 ýĆÜßÆõ
ÀĂ œŚ õ ýćŘÀäŘ ýĆÞû ýĆäĄÞźõ Řď A + B + C ýĆäĄÞźõ .ÀþÂČÚŞ ÂÑœ ďć Řď ćŘÀäŘ ěŘ C ø B ,A ýĆäĄÞźõ Ćĺ
ÂðŘ Ěf ů õ .c ∈ C ø b ∈ B , a ∈ A Ć î ťłĄ œ c ø b , a ćcÀä Ćĺ âÞŻ ŰďĄňĆ Ş öŘĄ ţ Ş Řď x Ć î Ý Č Ă îüõ ÓþÂã Ů x

.{6,7,8,9,13,14,15,16} ŚŞ ťĺŘ ÂŞŘÂŞ A+B + C ÀĂłŚŞ C = {3,10} ø B = {2,4} ,A = {1,2}

ø n ,mřÆ§ ÂŞ A +B + C ýĆäĄÞźõ ýŚÌäŘ ćŘÀãŮ ÛìŘÀ§ ,ÀĂłŚŞ ĆţłŘć ĄÌä k ø n ,mřČŮÂŮ ĆŞ C ø B ,A ÂðŘ
.ÀČĂî ťŞŚŹ Řď ćĄą ýĆţÔð ?ťĺŘ ďÀìĆİ k

ěŚČţõŘ 25 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . öŚţĺøć ÂÔĺ :7 ýĆÜßÆõ
Âû ďć .ćÂČðüõ ŰďĄň ŚûöŊ ßČŞ "ñĄŢ ñćŚśŮ’ ýćŘÀãŮ ,ŰÂêŚÆõ ñĄÏ ďć .ÀœŘĆţêď ŰÂêŚÆõ ĆŞ üãÞŻĆţĺć ťĺøć ŚŮ 2n
ĆŞ ÂÔœ 2n ßþŘ ø Àł ôŚÞŮ ŰÂêŚÆõ Ćî ßþŘ ěŘ ÀãŞ .ÀûÀŞ ñĄŢ ýďŘÀÖõ ÂÚþć ÂÔœ Œþ ĆŞ ÀœŘĄŮüõ ÂÔœ Œþ ,ñĄŢ ñćŚśŮ
ĆČÖŞ ĆŞ Ćî üóĄŢ ďŘÀÖõ üĂãþ) ÀœŘùćÂî ďÂő ŰÂêŚÆõ ßþŘ ďć ŚûöŊ ěŘ ÂÔœ nťĺďć Ćî Àł ôĄÜãõ ,ÀĂţÈðěŚŞ öŚÈþŚûĆœŚą

.ÀœŘùćÂî ćĄĺ ÂÚþć ÂÔœ n ø (ÀœŘĆţêÂð ĆČÖŞ ěŘ Ćî ťĺŘ ýďŘÀÖõ ěŘ ÂŮÇČŞ ,ÀœŘùćŘć

ßČŞ ÝČûŘĄąüõ ,áĄőĄõ ßþŘ ĆŞ ĆŻĄŮ ŚŞ .ÀœďŘć ñĄŢ ÀĂûŘĄ£Ş Ćî ďÀìĆİ Âû öŚÈþŚûĆœŚą ďć ÂÔœ 2n ßþŘ Ćî ÝČœŘćüõ Śõ
ĆÜ§Âõ ßþŘ ďć Ćî üþŚûñĄŢ ñćŚśŮ ôŚźœŘ ěŘ ÀãŞ Ćî ťĺŘ ßþŘ éÀû .ÝČûć řČŮÂŮ ÂÚþć ñĄŢ ñćŚśŮ ýćŘÀãŮ ÂÔœ 2n ßþŘ
(.ÀœĄł "ŠŚÆ§üŞ’ ÂÔœ 2n ßþŘ ÂÚþć ŰďŚśä ĆŞ) ÀłŚŞ ùćÂî ďÂő Śþ ,ćĄĺ Ćî ÀłŚŞ ĆţłŘÀœ ćĄŻø ÅîžČû ,ÝþŘùćŘć řČŮÂŮ

.ćÂî ŠŚÆ§üŞ Řď ÂÔœ 2n ßþŘ ,ñĄŢ ñćŚśŮ x ÂůîŘÀ§ ôŚźœŘ ŚŞ öŘĄţŞ ĆÈČÞû Ćî ÀČŞŚČŞ Řď ýŘ x ßþÂŮŒİĄî
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(ôøć ğĚî) ďĄÈî ÂŮĄČşõŚî ćŚČşÞóŘ ßČÞûÀÔû ôøć ýĆÜ§Âõ'

&

$

%

ěŚČţõŘ 30 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ğÂą öŚČİďŚØł :8 ýĆÜßÆõ
.ÀĂîüõ ÛÊţõ Ýû ĆŞ Řď ŚûÂúł ßþŘ ěŘ Âúł øć ,ùćŚŻ Âû .ŚûöŊ ßČŞ ùćŚŻ ýćŘÀãŮ ŚŞ ćďŘć Âúł 1386 ŚûğÂą ßČõěÂĺ
Âû ĆŞ Âúł Âû ěŘ öŘĄŮüõ ŚûùćŚŻ ŒÞî ŚŞ Ćî ÝČœŘćüõ ŚõŘ ,ÀĂţÆČœ ÛÊţõ Ýû ĆŞ ùćŚŻ Œþ ŚŞ ŚfÞČÖţÆõ Âúł øć Âû ŚfõøÃó

.ťêď ÂÚþć Âúł

øć žČû ÀþĄðüõ ùøÂð ßþŘ ñøŘ öĄœŚì .ÀœŘùÀł ÂÖţÆõ ĆÖÎĂõ ßþŘ ýŚûÂúł ěŘ ýćŘÀãŮ ďć ,ğÂą öŚČİďŚØł ùøÂð ýŚÌäŘ
ďŘÂ Ö ţĺŘ Û¡õ öŚ õě Âû ďć Ćî üþŚûÂúł ćŘÀã Ů ß þŘÂ ŞŚ Ă Ş) À ĂłŚ Ş Âúł Œþ ďć öŚ õěÝû À Ă œŘĄ ŮüÞ œ ùøÂð ěŘ ýĄÌä

.(ťĺŘ ÂŞŘÂŞ ùøÂð ýŚÌäŘ ćŘÀãŮ ŚŞ ,ÀœŘöŚČİďŚØł

,ñøŘ öĄœŚì ÕśÏ Ćî ťĺŘ ĳőŘø .ÀœĄł ÂÖţÆõ ŚûÂúł ěŘ ÀþÀŻ ýŘĆäĄÞźõ ďć ÇþŚÌäŘ Ćî ćÂČðüõ ÝČÞÊŮ öŚúðŚœ ùøÂð
ťĺďć ,ěøď Âû ,ëĄê éÀû ĆŞ öÀČĺď ýŘÂŞ .ťĺŘ ÂŞŘÂŞ ùøÂð ýŚÌäŘ ćŘÀãŮ ŚŞ ÃČœ ÀþÀŻ ýĆäĄÞźõ ßþŘ ýŚûÂúł ćŘÀãŮ
ÂÚþć ýÂúł ĆŞ ťĺŘ ÂÖţÆõ öŊ ďć Ćî ýÂúł ěŘ ,ŚûùćŚŻ ěŘ ćÀä Œþ ÍÖê öćÂî üÏ ŚŞ ÀœŘĄŮüõ ùøÂð ýŚÌäŘ ěŘ ÂÔœ Œþ
Û¡õ ,ÀþÀŻ ýĆäĄÞźõ ýŚûÂúł ěŘ Œþ Âû Ćî ťĺŘ Ýúõ ßþŘ ŚúĂŮ ùøÂð ýŘÂŞ .ćĄł ÂÖţÆõ öŊ ďć ø ćøÂŞ (üóŚą âśÎa óŚŞ)
ùÀł ÂÖţÆõ ÀÊÖõ ýŚûÂúł ěŘ Âúł ôŘÀî ďć ,ďŚî öc ŚþŚŢ ďć ĄÌä ôŘÀî Ćî ťÆČœ Ýúõ ßþŘ .ćĄł ŚÌäŘ ěŘ üØþ ďŘÂÖţĺŘ

.ťĺŘ

ěŘ ñĄśì ÛŞŚì řČîÂŮ Âû ÃČœ ø ÀÊÖõ ýĆäĄÞźõ Âû ,üÜãê ýĆäĄÞźõ Âû ýŘÂŞ üĂãþ) ŰĎŚ§ ýĆÞû ďć ùøÂð ÝČÞÊŮ ÂðŘ
ťóŚ§ ßþÂŮÀŞ ďć üŞŚ£ţœŘ ýŚûÂúł ďć ćŘÂêŘ ýĆÞû ďŘÂÖţĺŘ ýŘÂŞ ôěĎ ýŚûěøď ćŘÀãŮ ÛìŘÀ§ ,ÀłŚŞ ŘÂŻŘ ÛŞŚì (ŚûùćŚŻ
ßþŘ ďć ŘÂİ ø ?ťĺŘ ôŘÀî ťóŚ§ öŊ ,ťÆČœ üÜÞä öŊ ďć üÞČÞÊŮ ßČĂİ Ćî ćďŘć ćĄŻø üţóŚ§ ÂðŘ ?ťĺŘ ďÀìĆİ ßØÞõ

?ťÆČœ ŘÂŻŘ ÛŞŚì ùøÂð ÝČÞÊŮ ,ťóŚ§

!ÝČĂî ÛČÞþŘ öĄŮŘÂŞ ßþćŘć ľďŚÔĺ Ćî üþŘÃţČŢ ÝČœĄŮüÞœ Śõ !ÀČÈ£śŞ

!ÀČłŚŞ ÕêĄõ
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(ñøŘ ğĚî) ďĄÈî ÂŮĄČşõŚî ćŚČşÞóŘ ßČÞûÀÔû ôøć ýĆÜ§Âõ'

&

$

%

ěŚČţõŘ 15 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ÂþÁŢÇ£Ş âÞŻ :1 ýĆÜßÆõ

.ťĺŘ ÂþÁŢÇ£Ş n ÂŞ öŚłâÞŻ Ćî ÀĂţÆû ŚûöŊ ěŘ ŚŮ n ÀČĂî ťŞŚŹ .ťĺŘ ùÀł ùćŘć üãČśÏ ćÀä n � − n

ěŚČţõŘ 15 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ÂČÆõßČÚœď :2 ýĆÜßÆõ
Ùœď ÀČÔĺ ŘÀţŞŘ ďć Ćî (öĄţĺ n ø ÂÎĺ 4) 4× n ýĆ¡Ôň Œþ ýøď Ćî ťĺŘ ùÂÔœøć ýěŚŞ Œþ "ÂČÆõßČÚœď’ ýěŚŞ
ěøÂúŞ .ÀĂĂîüõ ťîÂ§ ýěŚŞ ßČœŘĄì ÕśÏ ťŞĄœ ĆŞ ø ÀĂţÆû ýěŚŞ ßþŘ ôŚźœŘ ñĄçÈõ ÀČÞ§ ø ěøÂúŞ .ćĄłüõ ôŚźœŘ ťĺŘ
ýĆœŚą øć ĆÜ§Âõ Âû ďć ěøÂúŞ Ćî ćĄłüõ ôŚźœŘ ŰďĄň ßþŘ ĆŞ ýěŚŞ .ÀĂîüõ ùćŚÔţĺŘ ÃõÂì Ùœď ěŘ ÀČÞ§ ø üŞŊ Ùœď ěŘ
Řď ÀĂûćüõ (öĄţĺ øć ø ÂÎĺ Œþ) 1× 2 ÛČÎţÆõ Œþ ÛČØÈŮ ø ÀĂţÆû íÂţÈõ Ýû ŚŞ âÜő Œþ ďć Ćî üÚœďÀČÔĺ
âÜő Œþ ďć Ćî üÚœďÀČÔĺ ýĆœŚą øć ćĄą ťŞĄœ ďć ÃČœ ÀČÞ§ .ćďøŊüõ ďć (üŞŊ) ćĄą Ùœď ĆŞ Řď ŚûöŊ ø ÀĂîüõ ŠŚ£ţœŘ
Ùœď ĆŞ Řď ŚûöŊ ø ÀĂîüõ ŠŚ£ţœŘ Řď ÀĂûÀŞ (öĄţĺ Œþ ø ÂÎĺ øć) 2× 1 ÛČÎţÆõ Œþ ÛČØÈŮ ø ÀĂłŚŞ íÂţÈõ Ýû ŚŞ
ùÀłĆţÔð ÍþŘÂł ŚŞ ďøŚźõ ýĆœŚą øć ÀœŘĄţœ üĂãþ) ÀĂî ťîÂ§ ćĄą ťŞĄœ ďć ÀœŘĄţœ üÆî ÂðŘ .ćďøŊüõ ďć (ÃõÂì) ćĄą

.ćĄłüõ ôŚÞŮ ýěŚŞ ÀĂłŚśœ ťîÂ§ ôŚźœŘ ĆŞ ďćŚì ÂÔœ øć ěŘ Œþ žČû ÂðŘ ø Àĺďüõ ÛŞŚÖõ ÂÔœ ĆŞ ýěŚŞ ťŞĄœ (ÀĂî ŘÀČŢ

ßČóøŘ ø ÀłŚŞ íÂţÈõ ýÀãŞ ýĆœŚą ŚŞ âÜő Œþ ďć ôŘÀî Âû Ćî ÀłŚŞ ĆţłŘć ćĄŻø üŞŊ ýŚûĆœŚą ěŘ ýŘĆóŚśœć ÂðŘ öŚþŚŢ ďć
.ťĺŘ ýěŚŞ ýùÀœÂŞ ěøÂúŞ ŰďĄň ßþŘ ďć ,ÀłŚŞ ĆţłŘć ďŘÂì ÂąŊ öĄţĺ ďć ĆœŚą ßþÂąŊ ø ñøÀŻ ñøŘ öĄţĺ ďć ĆœŚą

ďć ĆœŚą ßČóøŘ ø ÀłŚŞ íÂţÈõ ýÀãŞ ýĆœŚą ŚŞ âÜő Œþ ďć ôŘÀî Âû Ćî ÀłŚŞ ĆţłŘć ćĄŻø ÃõÂì ýŚûĆœŚą ěŘ ýŘĆóŚśœć ÂðŘ
.ťĺŘ ýěŚŞ ýùÀœÂŞ ÀČÞ§ ŰďĄň ßþŘ ďć ,ÀłŚŞ ĆţłŘć ďŘÂì ÂąŊ ÂÎĺ ďć ĆœŚą ßþÂąŊ ø ñøÀŻ ñøŘ ÂÎĺ

ýěŚŞ ßØÞõ Ą¡œ ßþÂţúŞ ĆŞ ÂÔœ øć Âû ĆØĂþŘ ŋÂê ŚŞ .ćĄłüõ ýøŚÆõ ýěŚŞ ,ÀţÔČœ ëŚÔŮŘ ëĄê ťóŚ§ øć ěŘ Œþ žČû ÂðŘ
: n ≥ 7 Âû ýŘěŘ ĆŞ ,ÀĂĂîüõ

?ćÂŞüõ Řď ýěŚŞ üÆîĆİ ,ÀłŚŞ ýěŚŞ ýùÀĂĂîáøÂł ÀČÞ§ ÂðŘ ]ěŚČţõŘ 7[ (ÓóŘ

?ćÂŞüõ Řď ýěŚŞ üÆîĆİ ,ÀłŚŞ ýěŚŞ ýùÀĂĂîáøÂł ěøÂúŞ ÂðŘ ]ěŚČţõŘ 8[ (Š

ěŚČţõŘ 20 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . üœŚØÜŢ üãÜőÀĂİ :3 ýĆÜßÆõ
Œþ öŊ áĚőŘ ýĆÞû ñĄÏ (2) ,ÀĂłŚŞ ćĄÞä Ýû ÂŞ öŊ üóŘĄţõ âÜő øć Âû (1) ÂðŘ ÝČþĄðüõ üœŚØÜŢ Řď üãÜőÀĂİ Œþ

:ÀĂţÆû üœŚØÜŢ ýŚûüãÜőÀĂİ ěŘ üþŚûĆœĄÞœ Âþě ýŚûÛØł .ÀĂØœ âÎì Řď ľćĄą (3) ,ÀłŚŞ

.ćďŘć ćĄŻø nť§ŚÆõ ĆŞ üœŚØÜŢ üãÜőÀĂİ Œþ ÛìŘÀ§ ,n > 10 Âû ýŘÂŞ ÀČûć öŚÈœ
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(ñøŘ ğĚî) ďĄÈî ÂŮĄČşõŚî ćŚČşÞóŘ ßČÞûÀÔû ôøć ýĆÜ§Âõ'

&

$

%

ěŚČţõŘ 20 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ÂČÆõ ť§ŚÆõ :4 ýĆÜßÆõ
ŚŞ ÀûŘĄąüõ ø ťĺŘ ùćŚţÆþŘ (ĆœŚą öcĄţĺ n ø ÂÎĺ m ýŘďŘć) m× n ñøÀŻ Œþ šİ ťÞĺ ßČþŚŢ ýĆÎÖœ ďć ŚÆþÂŢ
ťÞĺ ĆŞ À§Řø Œþ ÀœŘĄŮüõ ťîÂ§ Âû ďć øŘ .ÀœŚĺÂŞ ñøÀŻ ßþŘ ťĺŘď ťÞĺ ĎŚŞ ýĆÎÖœ ĆŞ Řď ćĄą ťîÂ§ m+ n

ßČþŚŢ ýĆÎÖœ ěŘ ćĄą ťîÂ§ ďć ŚÆþÂŢ ,řČŮÂŮ ßþŘ ĆŞ .ćøÂŞ ñøÀŻ ŕĄÎą ýøď ÂŞ ĎŚŞ ťÞĺ ĆŞ À§Řø Œþ Śþ ťĺŘď
Řď ÂČÆõ Œþ Âc þě ýŚûĆœŚą ćŘÀãŮ .ÀĂîüõ üÏ Řď m + n ñĄÏ ĆŞ ýÂČÆõ ,ťĺŘď ťÞĺ ĎŚ Ş ýĆÎÖœ Ć Ş šİ ťÞĺ
ýŚûĆœŚą .ÀČĂîüõ ùÀûŚÈõ 8× 12 ñøÀŻ Œþ ďć Řď ÂČÆõ Œþ ěŘ ýŘĆœĄÞœ Âþě ÛØł ďć .ÝČõŚœüõ ÂČÆõ Œþ "ť§ŚÆõ’

.ťĺŘ 53 ÂŞŘÂŞ ÂČÆõ ť§ŚÆõ ø ÀœŘùÀłÉ£Èõ öŊ ďć ÂČÆõ Âþě

öŚþŚŢ ýĆÎÖœ

áøÂł ýĆÎÖœ

áĄÞźõ .ćøÂŞ öŊ ťĺŘď ťÞĺ ĎŚŞ ĆŞ ñøÀŻ šc İ ťÞĺ ßČþŚŢ ýĆłĄð ěŘ ÀœŘĄţŞ ÓÜţ£õ ťóŚ§ A ĆŞ ŚÆþÂŢ ÝČĂî ŋÂê
ŚÆþÂŢ Ćî üþŚûÂČÆõ ťc §ŚÆõ ßČÚœŚČõ ÂÚþć ŰďŚśä ĆŞ) ?ťĺŘ ďÀìĆİ B

A
.ÝČõŚœüõ B Řď ÂČÆõ A ßþŘ ýŚûť§ŚÆõ

(?ťĺŘ ďÀìĆİ ,ÀĂî üÏ ÀœŘĄŮüõ

ěŚČţõŘ 30 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . üþĚÏ ñøÀŻ :5 ýĆÜßÆõ

1 0 0

0 1 0

0 0 1

ø c öĄţĺ øć Âû ø b ø a ÂÎĺ øć Âû ýŘÂŞ ÂðŘ ÝČþĄðüõ "üþĚÏ’ Řď n× n ñøÀŻ Œþ
:ÝČłŚŞ ĆţłŘć öŊ d

Mac +Mbd 6= Mad +Mbc

ñøÀŻ ,ñŚ ů õ öŘĄ Ă ä Ć Ş .ťĺŘ ñøÀŻ ôŘe j öĄ ţĺ ø ôŘe i ÂÎĺ ýĆ œŚą ,Mij ěŘ ďĄÑ Ă õ
.ťĺŘ üþĚÏ ñøÀŻ Œþ øďĆŞøď 3 ďć 3

ŠŚ£ţœŘ {0,1,2, · · · , k} ýĆäĄÞźõ ěŘ üþĚÏ ñøÀŻ Œþ ÂňŚĂä ýĆÞû ÂðŘ ÀČĂî ťŞŚŹ
.ťĺŘ 2k + 1 ≥ n ùŚðöŊ ,ÀœĄł

!ÀČłŚŞ ÕêĄõ
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