
  بسمه تعالي

  2017اولين آزمون انتخاب تيم 

  دقيقه 270زمان:         روز اول         15/1/96چهارشنبه 

  

,ܽبراي اعداد حقيقي و نامنفي  : 1مسئله  ܾ, ܿ, ܽبا فرض  ݀ ൅ ܾ ൅ ܿ ൅ ݀ ൌ   نشان دهيد: 2
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ܽ݀ ൅ ܾܿ
൅
ሺܾ ൅ ݀ሻ2

ܽܿ ൅ ܾ݀
൅ 4 ൒ 4 ൬ܽ ൅ ܾ ൅ 1

ܿ ൅ ݀ ൅ 1 ൅
ܿ ൅ ݀ ൅ 1
ܽ ൅ ܾ ൅ 1൰ 

  

آزمون  6نفر در دوره طلاي المپياد رياضي حضور دارند. براي انتخاب تيم  13 شكرستاندر كشور : 2مسئله 
هاي آنها اعلام شده است (فرض كنيد نمره هيچ دو نفري در يك آزمون برابر نشده برگزار شده است و نمره

در نظر بگيرد و به آزمون را  6گيرد براي انتخاب تيم، جايگشتي از اين است). كميته المپياد رياضي تصميم مي
ترتيب از آزمون اول، در هر آزمون نفر اول از بين افراد باقيمانده به تيم راه پيدا كند. جلسه كميته براي انتخاب 

  نفر اميدوار باشند؟ 13اين جايگشت تشكيل شده است. آيا ممكن كه هر 

  

 ܣاي دلخواه است كه از دايره ߱. است ܣس مركز نيمسازي خارجي متناظر با رأ ௔ܫ، ܥܤܣدر مثلث : 3مسئله 
,ܤ(از طرف رأس  ܥܣو  ܤܣاضلاع امتداد گذشته و  ௔ܫو  كند. فرض كنيد قطع مي ܻو  ܺرا به ترتيب در ) ܥ
௔ܫܺܣ∠كه  قرار دارند به طوري ܥ௔ܫو  ܤ௔ܫ خطپاره نقاطي باشند كه به ترتيب روي ܶو  ܵ ൌ و  ௔ܫܶܤ∠

௔ܫܻܣ∠ ൌ قطع كنند،  ܼيكديگر را در  ܵܶو  ௔ܫܭناميم. اگر مي ܭرا  ܵܥو  ܶܤ. محل برخورد ௔ܫܵܥ∠
  خط هستند.هم ܼو  ܻ، ܺثابت كنيد 

  

  

  



  بسمه تعالي

  2017اولين آزمون انتخاب تيم 

  دقيقه 270زمان:         روز دوم         16/1/96پنجشنبه 

  

1݌ ايم: را به ترتيب صعودي مرتب كرده اعداد اولهمه فرض كنيد : 4مسئله  ൌ 2 ൏ 2݌ ൏ 3݌ ൏ ⋯ .
1݊فرض كنيد چنين هم ൏ ݊2 ൏ ݊3 ൏  ݅براي هر  كهطورياعداد طبيعي باشد بهاي از دنباله ⋯

௡೔ݔمعادله ൌ 2ሺ݉݀݋	݌௜ሻ	  ها صدق شود كه در همه معادلهيافت مي ݔعدد همواره داراي جواب است. آيا
  كند؟

  

ܲܤكه  ند به طوريهست ܥܤدو نقطه دلخواه روي ضلع  ܳو  ܲ، ܥܤܣدر مثلث : 5مسئله  ൌ  ܲ(نقطه ܳܥ
و  ܧرا به ترتيب در  ܥܣو  ܤܣاضلاع  ܳܲܣفرض كنيد دايره محيطي مثلث  .)قرار دارد ܳو ܤبين دو نقطه 

 ܤܣگذشته و موازي با  ܥܤناميم. دو خطي كه از وسط ضلع مي  ܶرا  ܳܨو  ܲܧقطع نمايد. محل برخورد  ܨ
 ܻܺܶهاي محيطي دو مثلث كنند. ثابت كنيد دايرهقطع مي ܻو  ܺرا در  ܳܨو  ܲܧند، به ترتيب هست ܥܣو 
  بر يكديگر مماس هستند. ܳܲܣو 

  

,1,2اعداد  1ൈ100هاي يك نوار (شفاف) روي خانه: 6مسئله  … ايم. اين نوار را به ترتيب صعودي نوشته 100,
برسيم كه  1ൈ1زنيم تا در نهايت به يك مربع اي به ترتيب دلخواه و در جهت دلخواه تا ميرا روي خطوط شبكه

,1,2ها جايگشتي از اعداد لايه است. روي اين لايه-100 … د. ثابت كنيد تعداد شواز بالا به پايين ديده مي 100,
,2100هايي كه ممكن است ديده شود بين جايگشت توان همه مي 1ൈ3است. (مثلاً با يك نوار  4100
  تايي را توليد كرد.)-3هاي جايگشت

  

  

  



  بسمه تعالي

  2017دومين آزمون انتخاب تيم 

  دقيقه 270زمان:         روز اول            3/2/96

  

 ܤاي است كه از دايره 1߱باشد. محل برخورد قطرها مي ܲنقطه  ،)ܦܥ||ܤܣ( ܦܥܤܣدر ذوزنقه : 1مسئله 
فرض كنيد   مماس است. ܦܤبر  ܦگذشته و در  ܥاي است كه از دايره 2߱مماس است.  ܥܣبر  ܣگذشته و در 

و  2߱و وتر مشترك دو دايره  3߱و  1߱باشد. ثابت كنيد وتر مشترك دو دايره  ܥܲܤدايره محيطي مثلث  3߱
  همرسند. ܦܣروي  3߱

  

طبيعي وجود داشته باشند به نحوي كه هيچ يك  عدد ݊طبيعي را بيابيد به طوري كه  ݊بزرگترين : 2مسئله 
  د.ديگري را عاد نكند ولي در بين هر سه تا از آنها، يكي مجموع دوتاي ديگر را عاد كن

  

ه) و هر يك از آنها يك شكل (دايره يا مربع يا مثلث) به تعدادي (يك يا دو يا سكارت داريم كه در  27: 3مسئله 
ناميم اگر شكل هر سه يا يكسان باشد ) رسم شده است. سه كارت را جور ميبا رنگي (سفيد يا مشكي يا خاكستري

ا يكسان باشد يا دوبدو و يا دوبدو متمايز، تعداد اشكال روي آنها يا يكسان باشد يا دوبدو متمايز، و رنگ آنها ي
. زيرا در رنگ يكسان هستند و در شكل و تعداد دوبدو متمايز هستند مثلاً سه كارت زير با هم جور هستندمتمايز. 

  تايي از آنها جور نباشند؟توانيم انتخاب كنيم كه هيچ سهحداكثر چند كارت مي

  

  

  

  

  

  



  بسمه تعالي

  2017دومين آزمون انتخاب تيم 

  دقيقه 270زمان:         روز دوم             4/2/96

  

ሺ݊به : 4مسئله  ൅ 1ሻ- تاييሺ݄1, ݄2, … , ݄௡ା1ሻ  ݄كه௜ሺ1ݔ, … , يره با متغ ݊هاي ايها چندجمله ௡ሻݔ
  گاه خاصيت زير را داشته باشد:گوييم، هرضرايب حقيقي هستند خوب مي

,1݂تابع  ݊براي هر  2݂, … , ௡݂: Թ → Թ  1اگر براي هر ൑ ݅ ൑ ݊ ൅ 1  ،  

௜ܲሺݔሻ ൌ ݄௜൫ 1݂ሺݔሻ, 2݂ሺݔሻ, … , ௡݂ሺݔሻ൯ باشد آنگاه  ݔاي بر حسب چندجمله
1݂ሺݔሻ, 2݂ሺݔሻ, … , ௡݂ሺݔሻ اي باشند.چندجمله  

ሺ݊طبيعي،  ݊الف) ثابت كنيد براي هر  ൅ 1ሻ- تايي خوبي مثلሺ݄1, ݄2, … , ݄௡ା1ሻ وجود دارد كه درجه 
  ها بيشتر از يك است.௜݄تمام 

ሺ݊طبيعي،  ݊ب) ثابت كنيد براي هيچ  ൅ 1ሻ- تايي خوبي مثلሺ݄1, ݄2, … , ݄௡ା1ሻ  وجود ندارد كه تمام
݄௜هايي متقارن باشند.ايها چندجمله  

  

,݇: 5مسئله  ሺ݇ثابت كنيد حداقل اعداد طبيعي هستند.  ݊ െ 1ሻሺ݊ െ ݇ ൅ 1ሻ  عدد طبيعي وجود دارند كه
݊و اعمال جمع و ضرب و تفريق و تقسيم و قرار دادن پرانتز قابل ساختن هستند ولي با  ݇ عدد تا ݊با  െ تا  1
  توان آنها را ساخت.نمي ݇

  

݇فرض كنيد : 6مسئله  ൐ ,1ܽباشد. دنباله  عددي طبيعي 1 ܽ2,   :كنيمرا به اين شكل تعريف مي …
 ܽ1 ൌ 1, ܽ2 ൌ ݊و براي هر  ݇ ൐ ௡ା1ܽم ريدا 1 െ ሺ݇ ൅ 1ሻܽ௡ ൅ ܽ௡ି1 ൌ 0. 

  باشد.  ݇تواني از  ௡ܽهاي طبيعي را بيابيد كه  ݊تمام 
  

  



  بسمه تعالي

  2017انتخاب تيم سومين آزمون 

  دقيقه 270زمان:         روز اول             6/2/96

  

݊: ثابت كنيد براي هر عدد طبيعي مثل 1مسئله  ൐ ݉، عدد 1 ൒
௡

كه معادله زير جوابي طوريبه وجود دارد  2
௠ܽكه  در اعداد صحيح نامنفي داشته باشد ൐ ٠.  

ܽ௠
݉ ൅ 1 ൅

ܽ௠ା1
݉ ൅ 2 ൅⋯൅

ܽ௡ି1
݊

ൌ
1

ሾ1,2, … , ݊ሿ 

,ሾ1,2(منظور از  … , ݊ሿ  1كوچكترين مضرب مشترك اعداد, 2, … ,   است.) ݊

  

  :داريم كه باشد به طوري ܦܥܤܣ اي درون چهارضلعينقطه ܲ فرض كنيد: 2مسئله 

ܣܦܲ∠ ൌ ܣܥܲ∠و      ܥܣܲ∠ ൌ ܥܲܤ∠و      ܦܣܲ∠ ൌ   ܥܣܤ∠2

  ثابت كنيد: 

ܣܥܤ∠ െ ܣܥܲ∠ ൌ  ܦܤܲ∠

  

:݂همه توابع: 3مسئله  ሺܴା, ܴାሻ → ܴା  ݔرا بيابيد به طوري كه براي هر, ,ݕ   مثبت داشته باشيم: 	ݖ

݂ሺ݂ሺݔ, ,ሻݕ ሻݖ ൌ ,ݔ2݂ሺݕ2ݔ  ሻݖ

݂൫ݔ, 1 ൅ ݂ሺݔ, ሻ൯ݕ ൒ 2ݔ ൅ ,ݔሺ݂ݕݔ  ሻݔ

  

  

  



  بسمه تعالي

  2017سومين آزمون انتخاب تيم 

  دقيقه 270زمان:         روز دوم             7/2/96

  

نقطه انتخابي، قوت يكي  4دانيم براي هر خط نيستند. ميتايي همنقطه در صفحه داريم كه هيچ سه 6: 4مسئله 
݇است. ثابت كنيد  ݇نسبت به دايره محيطي سه تاي ديگر برابر با مقدار ثابت  ൌ و هر شش نقطه  0

  اند (قوت نقاط داخل يك دايره منفي است).دايرههم

  

ሼܿ௜ሽ௜ୀ0 ي ي دنبالهربارهد: 5مسئله 
ஶ 2017ܿدانيم نامنفي مي از عددهاي حقيقي ൐ ها را ايچندجمله . دنباله 0

  يم:كنميبه صورت زير تعريف 

ܲି 1ሺݔሻ ൌ 0, 0ܲሺݔሻ ൌ 1	, ௡ܲା1ሺݔሻ ൌ ݔ ௡ܲሺݔሻ ൅ ܿ௡ ௡ܲି1ሺݔሻ 
݊ثابت كنيد عدد طبيعي ൐ 	 وجود ندارد كه: ܿو عدد حقيقي  2017 2ܲ௡ሺݔሻ ൌ ௡ܲሺ2ݔ ൅ ܿሻ.  

  

 ܲرا  ܪܱنسبت به  ܣند. قرينه مركز ارتفاعي هستܪ مركز دايره محيطي و  ܱ، ܥܤܣدر مثلث : 6مسئله 
ܧܤقرار دارند به گونه اي كه  ܥܣو  ܤܣبه ترتيب روي اضلاع  ܨو  ܧناميم. نقاط مي ൌ ܨܥو  ܥܲ ൌ . ܤܲ
ܨܭܧ∠قطع كنند، نشان دهيد:  ܭيكديگر را در  ܪܱو  ܲܣاگر  ൌ 90°.  


