
اول مرحلهٔ آزمون راه�حل�های و سؤالات
کشور رياضی المپياد چهارمين و سی

تعالی بسمه

سراسر در ۱۳۹۴ بهمن ۲۹ تاريخ در کشور رياضی المپياد چهارمين و سی اول مرحلهٔ آزمون
که است آزمون اين تشريحی پاسخ�های و سؤالات مجموعهٔ رو پيش دفترچهٔ شد. برگزار کشور

می�گردد. منتشر و تهيه ايران رياضی المپياد وب�گاه توسط
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بسته چندضلعی يک می�توان سيم، نوع کدام از مشابه نسخه�ٔ دو دادن قرار هم کنار با .۱
باشد؟ عمودی يا و افقی اضلاعش همه�ٔ و نکند قطع را خودش که ساخت

(۳ (۲ (۱

(۵ (۴

است. صحيح ۴ گزينه�ٔ راه�حل.
يکچندضلعی ،۴ گزينه�ٔ سيم از مشابه نسخه�ٔ دو از استفـاده با می�توان زير شکل به توجه با

ساخت: غيرمتقـاطع بسته�ٔ

است. غيرممکن گزينه�ها ديگر برای کار اين که ديد می��توان سادگی به

امتداد روی D نقطه�ٔ و AC ضلع درون E نقطه�ٔ است. ∠BAC = ۶۰○ زاويه�ٔ ABC مثلث در .۲
علاوه به و دارد قرار D و B بين C که شده�اند انتخاب گونه�ای به مثلث اين از BC ضلع
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است؟ چند BC
CD نسبت باشد، ∠DEC = ۳۰○ اگر .AB =DE

√۳ (۵ ۲√۳ (۴
√۳
۲ (۳ √۳

۳ (۲ ۱
۲ (۱

است. صحيح ۵ گزينه�ٔ راه�حل.
می�نويسيم: را سينوس�ها قـانون CDE و ABC مثلث�های در

AB

sin∠ACB
= BC

sin∠BAC
, (۱)

DE

sin∠ACD
= CD

sin∠CED
. (۲)

.AB = DE طرفی از و sin∠ACB = sin∠ACD پس ،∠ACD = ۱۸۰○ −∠ACB که آن�جا از
پس برابرند. هم با (۲) و (۱) عبارت دو چپ طرف�های پس

BC

sin∠BAC
= CD

sin∠CED
,

نتيجه در و
BC

CD
= sin۶۰○
sin۳۰○ =

√۳
۲
۱
۲
=
√۳.

می�کنند. صدق d+a = ۵ و cd = ۴ ،b+c = ۳ ،ab = تساوی�های۲ در d و c ،b ،a حقيقی اعداد .۳
دارد؟ وجود a برای ممکن مقدار چند

بی�نهايت (۵ ۴ (۴ ۲ (۳ ۱ (۲ صفر (۱

است. صحيح ۳ گزينه�ٔ راه�حل.
c = ۳−b بنويسيم: b و aحسب بر را d و c می�توانيم چهارم و دوم تساوی�های از استفـاده با

داريم: ديگر معادله�ٔ دو در روابط اين جايگذاری با .d = ۵ − a و

ab = ۲, (۳ − b)(۵ − a) = ۴Ô⇒ ۱۵ − (۳a + ۵b) + ab = ۴.
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می�رسيم: زير معادل رابطه�ٔ دو به دوم رابطه�ٔ در ab مقدار جايگذاری با
ab = ۲, ۳a + ۵b = ۱۳⇐⇒ b = ۱۳۵ −

۳a
۵ Ô⇒ (

۱۳
۵ −

۳a
۵ )a = ۲⇐⇒ ۳a۲ − ۱۳a + ۱۰ = ۰.

۴۹ با برابر چندجمله�ای اين دلتای است. ۳x۲ −۱۳x +۱۰ چندجمله�ای ريشه�ٔ a نتيجه در
x۲ و x۱ با برابر a برای ممکن مقـادير حال دارد. x۱, x۲ متمايز ريشه�ٔ دو پس است، مثبت و

دارد. وجود a برای ممکن مقدار دو نتيجه در و است
کدام برای پيچ کدام نمی�دانيم که داريم بزرگ و متوسط کوچک، مهره�ٔ و پيچ جفت سه .۴
تعداد کم�ترين کنيم. امتحان هم با را مهره يک و پيچ يک می�توانيم بار هر است. مهره
کدام برابر بيابيم، را پيچ هر نظير مهره�ٔ صورت هر در که اين برای نياز مورد امتحان�های

است؟ گزينه
۵ (۵ ۴ (۴ ۳ (۳ ۲ (۲ ۱ (۱

است. صحيح ۳ گزينه�ٔ راه�حل.
را پيچ هر نظير مهره�ٔ می�توان کردن امتحان بار سه حداکثر با که می�دهيم ارائه� روشی
امتحان پيچ�ها از تا دو با را آن و می�داريم بر را مهره�ها از يکی ابتدا که صورت اين به يافت.
يافته�ايم را آن با متناظر پيچ که است پيچ دو اين از يکی نظير مهره اين يا حال می�کنيم.
سوم پيچ با متناظر حتماً بنابراين و نيست پيچ دو اين از کدام هيچ با متناظر که اين يا و
يکی حال يافته�ايم. را مهره اين نظير پيچ کردن امتحان بار دو حداکثر با پس بود. خواهد
اين اگر می�کنيم. امتحان باقی�مانده پيچ دو از يکی با را آن و می�داريم بر را مهره�ها از ديگر
نظير دو اين اگر و هستند هم با متناظر هم باقی�مانده مهره�ٔ و پيچ که بودند هم نظير دو
هستند. هم نظير هم مانده� مهره�ٔ و پيچ و است متناظر سوم پيچ با مهره اين نبودند، هم
کرد. متناظر را مهره�ها و پيچ می�توان حرکت سه حداکثر در روش اين با صورت هر در پس
کرد. متناظر را مهره�ها و پيچ نمی�توان لزوماً حرکت دو با که می�کنيم ادعا ديگر طرف از
دو مورد در باشند، مشترک مهره) يک مشابه طور (به پيچ يک ما امتحان دو اين در اگر
دو با را مختلف پيچ دو امتحان دو اين در هم اگر نمی�آوريم. دست به اطلاعاتی ديگر پيچ
پيچ ديگری در و بزرگ�تر مهره امتحان يک در مثال برای و کنيم مقـايسه مختلف مهره�ٔ
(می�توان است. پيچ کدام به مربوط مهره کدام که شويم مطمئن نمی�توانيم باشد، بزرگ�تر

دهند.) دست به کردن مقـايسه در را نتيجه همين که زد مثال را متفـاوتی حالت�های
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بيست يا دوازدهم دوم، روز هفته، آن دوشنبه�ٔ اگر می�گوييم «جالب» سال در هفته يک به .۵
باشد؟ جالب است ممکن هفته چند پاييز فصل در باشد. ماه دوم و

هفته دو يا يک (۱
هفته سه يا يک (۲
هفته سه يا صفر (۳

هفته دو يا يک صفر، (۴
هفته دو دقيقـاً حالتی هر در (۵

است. صحيح ۱ گزينه�ٔ راه�حل.
۹۰ تا ۱ از ترتيب به را پاييز روزهای اگر بنابراين دارند، روز ۳۰ پاييز ماه�های از يک هر

روزهای ماه�ها، بيست�ودوم و دوازدهم دوم، روزهای کنيم، شماره�گذاری

۲,۱۲,۲۲,۳۲,۴۲,۵۲,۶۲,۷۲,۸۲

است: زير صورت به ۷ بر اعداد اين باقيمانده�ٔ که هستند

۲,۵,۱,۴, ۰,۳,۶,۲,۵

اينکه و ۷ بر روز آن شماره�ٔ باقيمانده�ٔ به باشد، هفته از روزی چه پاييز روز يک اين�که حال
هفته n-ام روز پاييز اول روز اگر يعنی است. وابسته است، هفته از روزی چه پاييز اول روز
است. هفته n)-ام + k − ۱) باقيمانده�ٔ روز پاييز k-ام روز است)، هفته اول روز (شنبه باشد
بر n+ k −۱ باقيمانده�ٔ اگر است دوشنبه k-ام روز پس جمعه) يعنی باشد، ۰ باقيمانده (اگر
کنيد توجه حال باشد. يکسان ۷ بر ۴−n و k باقيمانده�ٔ ديگر عبارت به يا و باشد ۳ برابر ۷
۲ يا يک را ۶ تا ۰ عدد هر پاييز ماه�های بيست�ودوم و دوازدهم دوم، روزهای باقيمانده�ٔ که
هفته�های تعداد باشد، عددی چه ۷ بر ۴ − n باقيمانده�ٔ اين�که به بسته پس می�گيرد، بار

است. ۲ يا ۱ جالب
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� سانتی�متر ۲۰ ارتفـاع با ناقصی مخروطی شکل به گلدانی
روی سانتی�متر ۱۰ و ۱۵ ترتيب به کف و دهانه� قطر و
در را سانتی�متر ۷ شعاع به توپی است. گرفته قرار زمين
سطح از توپ نقطه�ٔ بالاترين ارتفـاع می�اندازيم. گلدان اين
است؟ نزديک�تر گزينه کدام به حسبسانتی�متر) (بر زمين
۲۹ (۵ ۲۷ (۴ ۲۵ (۳ ۲۳ (۲ ۲۱ (۱

.۶

است. صحيح ۲ گزينه�ٔ راه�حل.
داخلی سطح با توپ حتماً پس است، کوچک�تر گلدان دهانه�ٔ قطر از توپ قطر که آنجا از

می�دهد. نشان را توپ و گلدان جانبی تصوير زير، شکل می�کند. پيدا تماس گلدان

داريم بگيريد. CD امتداد بر B از عمود پای را N و بگيريد CD وسط Mرا و توپ مرکز را O
sin∠BCN = BN

BC
= ۲۰√۲۰۲ + ۲٫۵۲ = ۸√۶۵

داريم است، محاطی OMCE چهارضلعی چون
∠FOE =∠BCN
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پس
FE = ۷ sin∠FOE = ۷ sin∠BCN = ۷BN

CN
= ۵۶√۶۵

مشابهاً و

OF = ۷ cos∠FOE = ۷ cos∠BCN = ۷√۶۵ (۳)

داريم کند. قطع G در را آن تا می�کنيم عمود FE بر C از اکنون

GE = FE − FG = FE −MC = ۵۶√۶۵ − ۵
داريم BCN و GEC مثلث�های تشابه به توجه با اکنون

GC

GE
= ۲۰
۲٫۵ = ۸

بنابراين

GC = ۸( ۵۶√۶۵ − ۵) (۴)

با است برابر توپ نقطه�ٔ بالاترين ارتفـاع پس

PM = ۷ +OM = ۷ +OF + FM = ۷ +OF +GC

می�آوريم: دست به (۴) و (۳) روابط بنابر که

PM = ۷ + ۷√۶۵ + ۸(
۵۶√۶۵ − ۵) =

۴۵۵√۶۵ − ۳۳

است. ۲۳ و ۲۲ بين عددی آن حاصل که

است؟ چند ۲(a + b) − ab مقدار حداکثر .a۲ + b۲ = ۸ که هستند حقيقی عدد دو b و a .۷
۸ (۵ ۶ (۴ ۲√۸ (۳ ۲√۶ (۲ ۴ (۱

است. صحيح ۴ گزينه�ٔ راه�حل.
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(a + b)۲ = a۲ + b۲ + ۲ab = ۸ + ۲abÔ⇒ ab = ۱۲(a + b)
۲ − ۴.

داريم: دهيم، نشان x با را a + b اگر حال

۲(a + b) − ab = ۲x − x۲

۲ + ۴.

است، مبدأ مرکز به ۲√۲ شعاع به دايره يک نقـاط معادله�ٔ a۲ + b۲ = ۸ که کنيد توجه اما
در است. ±۲ × ۲ با برابر آن روی a + b مينيمم و ماکزيمم دايره، شکل به توجه با بنابراين
است. [−۴,۴] بازه�ٔ روی −۱۲x۲ + ۲x + ۴ چندجمله�ای ماکزيمم با برابر مسأله جواب نتيجه
رخ ۲ نقطه�ٔ در آن ماکزيمم که است پايين به رو سهمی يک چندجمله�ای، اين نمودار اما
که صورتی در cx۲+dx+eچندجمله�ای (ماکزيمم دارد. قرار هم [−۴,۴] بازه�ٔ در که می�دهد
−۱۲x۲ + ۲x + ۴ بايد جواب، آوردن دست به برای بنابراين است) x = − d

۲c در باشد، منفی c

است. ۶ عدد حاصل که کنيم حساب x = ۲ در را

کليد روی و اتاق درب روی ۱۳ تا ۱ از اتاق�ها شماره�ٔ که دارد وجود اتاق ۱۳ هتل يک در .۸
شماره�ٔ تفـاضل که کليدهايی همه�ٔ و نيست يکتا اتاق هر کليد ولی است، شده درج اتاق هر
به می�کنند. باز را اتاق درب باشد، بخش�پذير ۳ بر اتاق شماره�ٔ و آن�ها روی شده نوشته
شدن باز قـابل اتاق�ها همه�ٔ درب تا داد نسبت اتاق�ها به را کليدها می�توان طريق چند

باشند؟
۱۳! (۵ ۴! × (۵!)۲

۳! (۴ ۵! × (۴!)۲
۳! (۳ ۴! × (۵!)۲ (۲ ۵! × (۴!)۲ (۱

است. صحيح ۱ گزينه�ٔ راه�حل.
باقيمانده�ٔ آن�دو که است بخش�پذير ۳ بر درصورتی عدد دو تفـاضل که کنيد توجه ابتدا
عدد ۵ ،۰ باقيمانده�ٔ عدد ۴ هم ۱۳ تا ۱ اعداد ميان در باشند. داشته ۳ بر يکسانی

دارند. ۳ بر ۲ باقيمانده�ٔ عدد ۴ و ۱ باقيمانده�ٔ
اتاق�هايی به کند، باز را اتاق در که دهيم نسبت کليدی اتاق هر به بخواهيم اگر درنتيجه
۴!) کنيم متناظر بايد را ۳ باقيمانده�ٔ با کليدهای از جايگشتی دارند، ۳ بر ۰ باقيمانده�ٔ که
اتاق�های به و حالت) ۵!) ۱ باقيمانده�ٔ با کليدهای ،۱ باقيمانده�ٔ با اتاق�های به حالت)،
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اين بودن مستقـل به توجه با پس حالت). ۴!) ۲ باقيمانده�ٔ با کليدهای ،۲ باقيمانده�ٔ با
۵! × ۴!۲ يعنی اعداد اين حاصل�ضرب با برابر حالات کل تعداد ضرب، اصل و انتخاب�ها

است.

است؟ نزديک�تر گزينه کدام به درجه ۱۱۱۰۰ زاويه�ٔ سينوس مقدار .۹
۱ (۵ ۰/۵ (۴ صفر (۳ −۰/۵ (۲ −۱ (۱

است. صحيح ۱ گزينه�ٔ راه�حل.
داريم اکنون .sinx = sin y آن�گاه ،x ۳۶۰≡ y اگر که می�دانيم

۱۱۱۰۰ ۳۶۰≡ ۱۱ × (۱۱۳)۳۳ = ۱۱ × (۱۳۳۱)۳۳

۳۶۰≡ ۱۱ × (۲۵۱)۳۳ = ۱۱ × ۲۵۱ × (۲۵۱)۳۲

= ۲۷۶۱ × (۶۳۰۰۱)۱۶ ۳۶۰≡ ۲۴۰ × ۱۱۶ = ۲۴۰,

پس
sin(۱۱۱۰۰) = sin(۲۴۰○) = −

√۳
۲ ≈ −۰٫ ۸۶.

،AB وسط�های ترتيب به را T و S ،R ،Q ،P نقطه�های (AB ∥ CD) ABCD ذوزنقه�ٔ در .۱۰
مثلث مساحت به PQR مثلث مساحت نسبت می�دانيم هستند. BD و AC ،CD ،BC

است؟ کدام ذوزنقه اين قـاعده�ٔ دو نسبت است. ۱۳۹۵۱۳۹۴ برابر PST

۲۷۸۹ (۵ ۱۳۹۵ (۴ ۶۹۷ (۳ √۱۳۹۵ (۲ √۱۳۹۴ (۱

است. صحيح ۵ گزينه�ٔ راه�حل.
اجزای حسب بر را PST و PQR مثلث دو از کدام هر مساحت که می�کنيم سعی ابتدا
می�دهيم. نمايش h با را ذوزنقه ارتفـاع منظور اين برای کنيم. محاسبه ABCD ذوزنقه�ٔ

داريم: PQR مثلث مورد در

SPQR = SPBCR − SPQB − SQCR
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به و SBPQ = ۱
۴SBAC = ۱

۸AB.h هستند، متشابه ۱
۲ نسبت با BAC و BPQ مثلث چون حال

SPBCR = ۱
۲(PB+CR)h = داريم هم PBCR ذوزنقه�ٔ مورد در .SQRC = ۱

۸CD.h مشابه طريق
پس: ۱۴(AB +CD)h

SPQR =
۱
۴(AB +CD)h − ۱۸AB.h − ۱۸CD.h = ۱۸(AB +CD)h

با .ST = QS −QT آن قـاعده�ٔ و است h
۲ برابر آن ارتفـاع که می�دانيم PST مثلث مورد در

پس: .QT = ۱
۲AB و QS = ۱

۲CD که می�گيريم نتيجه تالس قضيه�ٔ از استفـاده
SPST =

۱
۲(

CD

۲ −
AB

۲ )
h

۲ =
۱
۸(CD −AB)h

شده ۱۳۹۵
۱۳۹۴ برابر مسئله فرض طبق که است CD+AB

CD−AB برابر مثلث دو اين مساحت نسبت پس
خواهد ۲۷۸۹ برابر CD

AB نسبت که می�دهد نتيجه سرراست محاسبه�ٔ يک با فرض اين است.
بود.

� چوب��کبريت ۹ از چوب�کبريت ۳ می�توان طريق چند به
در مثلثی هيچ که کرد حذف را روبه�رو شکل در موجود

نماند؟ باقی شکل
۸۰ (۵ ۲۷ (۴ ۱۸ (۳ ۹ (۲ ۶ (۱

.۱۱

است. صحيح ۳ گزينه�ٔ راه�حل.
شاملچوب�کبريت�های يکمثلثبزرگکه دارد: مثلثوجود ۵ شکل در که کنيد توجه ابتدا
ديگری بالا، در يکی که چوب�کبريت ۳ از متشکل کوچک مثلث چهار و است شکل دور
قرار شکل وسط در آخری و کناری) (مثلث�های چپ و پايين در ديگری راست، و پايين در
۳ حذف از بعد بخواهيم اگر و ندارند مشترکی چوب�کبريت هيچ کناری مثلث� ۳ حال دارد.
چوب کنيم. حذف چوب�کبريت يک آنها از کدام هر از بايد نماند، باقی مثلثی چوب�کبريت
و دارد حالت ۳ می�کنيم، انتخاب مثلث�ها اين از کدام هر از کردن حذف برای که کبريتی
باقی مثلث�ها اين که کنيم حذف شکل از چوب�کبريت ۳ می�توانيم طريق ۲۷ به بنابراين

نمانند.
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اگر می�مانند: باقی وسط مثلث و بزرگ مثلث حالت�ها اين از بعضی در که کنيد توجه اما
مثلثوسط از چوب�کبريت سه هر بايد بماند، باقی بزرگ مثلث چوب�کبريت حذف۳ از بعد
چوب�کبريت ۳ حذف از بعد از اگر همين�طور دارد. حالت يک فقط که باشند شده انتخاب
چوب�کبريتی کناری مثلث�های از يک هر از بايد باشد، مانده باقی وسط مثلث بالا، روش به
تعداد پس تاست) ۲ دقيقـاً کدام هر برای (که دارد. قرار شکل دور که باشيم کرده حذف را
حالت ۲۷ از را حالت ۹ کل در بايد پس است. حالت ۸ می�دهد، رخ اتفـاق اين که حالاتی

است. ۱۸ برابر نهايی جواب و کنيم حذف قبل

از ۳۰ × ۴۰ شبکه�ای به اضلاع موازی خطوطی رسم با را ۴۰ و ۳۰ اضلاع با مستطيل يک .۱۲
دايره�ٔ بگيريد. نظر در را اوليه مستطيل قطرهای از يکی کرده�ايم. تبديل واحد مربع�های

هستند؟ مماس قطر اين به شبکه�بندی واحد مربع�های از تا چند محاطی
۴۰ (۵ ۳۸ (۴ ۳۰ (۳ ۲۰ (۲ ۱۰ (۱

است. صحيح ۲ گزينه�ٔ راه�حل.
مبدأ بر آن چپ پايين رأس که داده�ايم قرار صفحه در گونه�ای به را مستطيل کنيد فرض
x محور روی آن بزرگ�تر ضلع و بوده محورها موازی آن اضلاع شده، منطبق مختصات
به می�کند متصل روبه�رويش ضلع به را مبدأ که قطری شامل خط معادله�ٔ حال باشد.
است) ۱۲ برابر محاطی دايره�های همه�ٔ (شعاع ۱

۲ شعاع به دايره�ای اگر است. y = ۳۰
۴۰x صورت

همه�ٔ مرکز يعنی دارد. قرار خط اين از ۱۲ فـاصله�ٔ در دايره مرکز باشند، مماس خط اين بر
قرار قطر اين از ۱۲ فـاصله�ٔ با موازی خط دو روی (۱۲ شعاع (با قطر اين به مماس دايره�های

است. y = ۳
۴x ±

۵
۸ صورت به خط دو اين معادله�ٔ دارند.

نقطه�ها اين به هستند. مربع�ها مرکز همان شبکه�بندی، مربع�های محيطی دايره�های مرکز
قطر، وسط به نسبت شکل تقـارن دليل به می�گوييم. مرکزی نقطه�های راه�حل ادامه�ٔ در
تعداد تنها است کافی� بنابراين و است برابر هم با خط دو اين روی مرکزی نقطه�های تعداد
(m + ۱

۲ , n +
۱
۲) شکل به مرکزی نقطه�های کنيم. محاسبه را خط�ها از يکی روی نقطه�های

.۰ ≤ n < ۳۰ و ۰ ≤m < ۴۰ که هستند
و ۴∣۳n+۲پس .m = ۳n+۲

۴ اگر تنها و اگر دارد، قرار y = ۳
۴x+

۵
۸ خط روی (m+ ۱

۲ , n+
۱
۲) نقطه�ٔ

m = ۳n+۲
۴ = ۳k +۲ موارد همه�ٔ در که آن�جا از .۰ ≤ k ≤ ۹ که است ۴k +۲ فرم به n يعنی اين
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کل تعداد بنابراين و ۱۰ برابر خط اين روی مطلوب نقطه�های تعداد دارد، قرار ۳۰ و ۰ بين
است. ۲۰ برابر دارند، ۱

۲ فـاصله�ٔ قطر از که مرکزی �نقطه�های
قورباغه اين باشد. ۱,۵,۵۲,۵۳, . . . اعداد از يک هر می�تواند قورباغه يک جهش�های طول .۱۳
يا راست سمت به می�تواند مرحله هر در و نشسته صحيح اعداد محور از صفر نقطه�ٔ روی
تا چند به دهد، انجام مساوی طول با جهش دو نتواند قورباغه اين اگر کند. جهش چپ

برود؟ می�تواند {۱,۲, . . . ,۱۳۹۴} اعداد از
۲۴۳ (۵ ۱۲۱ (۴ ۸۱ (۳ ۶۴ (۲ ۶۳ (۱

است. صحيح ۴ گزينه�ٔ راه�حل.
با: است برابر ۵k از کمتر ۵ توان�های حاصل�جمع ،k هر برای کنيد توجه ابتدا

۱ + ۵ + ۵۲ +⋯ + ۵k−۱ = ۵k − ۱
۴ < ۵k,

اگر باشد، ۵k پرشش بزرگترين طول و باشد داشته پرش تعدادی قورباغه اگر نتيجه در و
پرش اين اگر و است مثبت اعداد در قورباغه نهايی مکان باشد، راست سمت به پرش اين
که است اين هم آن علت است. منفی اعداد در قورباغه نهايی مکان باشد، چپ سمت به

است. کمتر پرش بزرگترين طول از ديگر پرش�های همه�ٔ طول جمع
که: کنيد توجه ديگر طرف از

۱ + ۵ + ۵۲ + ۵۳ + ۵۴ = ۷۸۱ < ۱۳۹۴ < ۲۳۴۴ = ۵۵ − (۱ + ۵ + ۵۲ + ۵۳ + ۵۴),
بزرگترين طول باشد، ۱۳۹۴ مساوی يا کمتر مثبت عدد يک در نهايتاً قورباغه اگر پس
قورباغه نهايی مکان پس است. راست سمت به هم پرش اين و است ۵۴ حداکثر پرشش

صورت: به
۵a + (۰ يا ۱ يا − ۱)۵a−۱ +⋯ + (۰ يا ۱ يا − ۱)۵ + (۰ يا ۱ يا − ۱),

نمايش يک حداکثر عدد يک که ديد می�توان راحتی به است. ۴ برابر حداکثر a که است
کدام ۱ ضريب که فهميد می�توان ۵ بر باقيمانده گرفتن نظر در با (مثلاً دارد. بالا صورت به
ضريب ،۵ بر تقسيم و عدد از جمله اين مقدار کردن کم با بعد و بوده −۱ يا ۱ يا ۰ از يک

( ... و آورد دست به را بالا نمايش در ۵
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(تعداد است ۳a با برابر a مقدار هر برای دارند، بالا صورت به نمايشی که اعدادی تعداد
(و a ≤ ۴ هر برای را مقدار اين اگر نتيجه در و پرانتز) هر از −۱ يا ۱ يا ۰ انتخاب حالات

می�آيد. دست به ۱ + ۳ + ۹ + ۲۷ + ۸۱ = ۱۲۱ بزنيم، جمع (a = ۰

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

a۳ + bc = d۳

b۳ + cd = a۳

c۳ + da = b۳

d۳ + ab = c۳

يافت حقيقی اعداد از (a, b, c, d) مرتب چهارتايی چند
کند؟ صدق روبه�رو معادلات دستگاه در که می�شود

۲۵ (۳ ۵ (۲ ۱ (۱
بی�نهايت (۵ ۴۹ (۴

.۱۴

است. صحيح ۱ گزينه�ٔ راه�حل.
داشت: خواهيم بزنيم، جمع هم با را معادلات همه�ٔ اگر

a۳ + b۳ + c۳ + d۳ + ab + bc + cd + da = a۳ + b۳ + c۳ + d۳Ô⇒ (a + c)(b + d) = ۰.

است. صفر برابر b + d و a + c از يکی بنابراين
داريم: کنيم، جايگذاری چهارم و اول معادلات در را رابطه اين اگر و c = −a اول حالت در

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

a۳ − ab = d۳

d۳ + ab = −a۳
Ô⇒ d۳ + ab = a۳ = −a۳Ô⇒ a = ۰, c = ۰.

.b = d = ۰ داشت، خواهيم هم دوم و اول معادلات در c و a جای به صفر جايگذاری از بعد
دستگاه اين پس می�شود. منجر a = b = c = d = ۰ جواب به تنها هم b + d = ۰ دوم حالت

دارد. جواب يک فقط معادلات

نداشته وجود A در Y و X متمايز نقطه�های اگر گوييم، «خاص» را A جسم در P نقطه�ٔ .۱۵
مخروط يک خاص نقـاط مورد در گزينه کدام باشد. XY پاره�خط وسط نقطه�ٔ P که باشند

است؟ صحيح دايره قـاعده�ٔ با توپر
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دارد. خاص نقطه�ٔ يک تنها مخروط (۱
شامل حتماً کند، قطع را مخروط دايره�ای وجه که خطی هر (۲

است. مخروط خاص نقطه�ٔ يک
نقطه�ای شامل حتماً کند، قطع را مخروط که صفحه�ای هر (۳

است. مخروط از خاص
هستند. خاص مخروط، جانبی سطح نقطه�های همه�ٔ (۴

خاص نقـاط همه�ٔ که دارد وجود فضا در کره يک فقط و يک (۵
بگيرند. قرار آن سطح روی مخروط

است. صحيح ۵ گزينه�ٔ راه�حل.
پاره�خط باشند، مخروط در نقطه دو (اگر است محدب جسمی مخروط که اين توجه با
يک مخروط با خط هر اشتراک دارد) قرار مخروط در کامل طور به نيز آن�ها بين واصل
دقيقـاً خاص نقطه�های که می�کنيم ادعا نکته اين به توجه با است. نقطه يک يا و پاره�خط
مرزی نقطه�ٔ P نقطه�ٔ که يافت l مثل خطی آن�ها برای بتوان که هستند P مثل نقطه�هايی
همان روی می�توان شد پيدا خطی چنين اگر زيرا نباشد. مخروط با l اشتراک پاره�خط
بالعکس، باشد. آن���ها وسط P که يافت متمايز نقطه�ٔ دو مخروط) و خط (اشتراک پاره�خط
اشتراک مرزی نقطه�ٔ P نقطه�ٔ باشد، آن�ها ميانی نقطه�ٔ P که شد يافت متمايز نقطه�ٔ دو اگر

نيست. مخروط و نقطه دو اين از گذرا خط
نقطه�های همه�ٔ علاوه�ٔ به رأس نقطه�ٔ دقيقـاً مخروط خاص نقطه�های می�کنيم ادعا حال

هستند. مخروط دايره�ای وجه� مرزی
يافت π(P ) نام به صفحه�ای می�توان P مثل مجموعه اين نقطه�های از کدام هر مورد در
در مخروط با π(P ) اشتراک علاوه به و ندارد نقطه�ای صفحه طرف يک در مخروط که
مورد (در است اشتراک پاره�خط� اين مرزی نقطه�ٔ P که است نقطه يک يا پاره�خط يک
صفحه�ای دايره�ای وجه� مرزی نقطه�های مورد در و قـاعده� موازی صفحه�ای مخروط رأس

می�کند). قطع P در تنها را دايره� و می�گذرد مخروط رأس و نقطه آن از که بگيريد را
دارد، قرار π(P ) در تمامی به خط اين اگر بگيريد. نظر در را l مانند P از گذرا خطی حال
رأس و p بين واصل پاره�خط شامل يا و دارد اشتراک مخروط با P تک�نقطه�ٔ در تنها يا
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در مخروط چون کند، عبور π(P ) از l هم اگر است. آن مرزی نقطه�ٔ P که است مخروط
شد. خواهد اشتراک پاره�خط مرزی نقطه�ٔ P نقطه�ٔ مجدداً ندارد، نقطه�ای صفحه� يکطرف

هستند. خاص نقطه�ها اين همه�ٔ پس
باشند. خاص نمی�توانند ديگر نقطه�های از يک هيچ که می�کنيم ادعا

،P و مخروط رأس بين واصل خط نباشد، دايره�ای وجه در يا مخروط رأس P اگر •
آن ديگر سر و رأس نقطه�ٔ آن سر يک که می�کند قطع پاره�خط يک در را مخروط
لذا و باشد پاره�خط اين مرزی نقطه�ٔ نمی�تواند P پس است، قـاعده دايره�ٔ از نقطه�ای

نيست.) (خاص است! عادی
صفحه�ٔ در دل�خواهی خط باشد، قـاعده دايره�ٔ مرز) روی نه (و درون نقطه�ای P اگر •
يک در را مخروط خط اين وضوح به کند. عبور P از که بگيريد نظر در دايره� شامل
اين در لذا و هستند دايره مرز روی آن مرزی نقطه�های که می�کند قطع دايره از وتر

نيست. خاص نقطه�ای بنابراين و باشد مرزی نقطه�ٔ نمی�تواند P هم حالت

می�رويم. گزينه�ها سراغ به فهميديم خاص نقطه�های مورد در که چه آن به توجه با حال

است. غلط گزينه اين پس است. يکی از بيش خاص نقطه�های که ديديم .۱ گزينه�ٔ •
وضوح به نکند. عبور مخروط رأس از که بگيريد دايره�ای وجه بر عمود خطی .۲ گزينه�ٔ •
بگذرد، بودند ما خاص نقـاط ساير که دايره مرزی نقطه�های از نمی�تواند خطی چنين

است. غلط هم گزينه اين بنابراين نيست. خاص نقطه�ای شامل پس
به نکند. عبور رأس از که بگيريد مخروط دايره�ای وجه� موازی صفحه�ای .۳ گزينه�ٔ •
گزينه اين بنابراين و نيست خاص نقطه�های از يک هيچ شامل هم صفحه اين وضوح

باشد. درست نمی�تواند
گزينه اين بنابراين و نيستند خاص جانبی سطح نقطه�های همه�ٔ که ديديم .۴ گزينه�ٔ •

باشد. درست نمی�تواند هم
باشد، دايره مرکز در دايره�ای وجه بر عمود خط روی بايد کره�ای چنين مرکز .۵ گزينه�ٔ •
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از يکی اگر ديگر طرف از باشد. فـاصله يک به دايره نقطه�های همه�ٔ از بايد چون
رأس و نقطه اين منصف عمود صفحه�ٔ و گرفته نظر در دل�خواه به را دايره نقطه�های
اين است، دايره�ای وجه صفحه�ٔ از خارج مخروط رأس چون بگيريم، نظر در را مخروط
يک در دقيقـاً آن با بنابراين و نيست دايره بر عمود خط موازی منصف عمود صفحه�ٔ
رأس و دايره�ای وجه از که است کره�ای مرکز اشتراک نقطه�ٔ اين دارد. اشتراک نقطه
آن شعاع نتيجه در و مرکز چون و دارد وجود کره�ای چنين پس می�گذرد. مخروط
درست گزينه�ٔ ،۵ گزينه�ٔ پس است. يک�تا کره�ای چنين می�شود، تعيين يک�تا طور به

است.
می�تواند آن کمک با که است کرده کشف ۲ درجه�ٔ چندجمله�ای�های برای فرمولی علی .۱۶
به ۲ و ۱ و صفر نقـاط در آن مقدار حسب بر ۳ نقطه�ٔ در را دويی درجه�ٔ چندجمله�ای مقدار

است: زير شکل به P چندجمله�ای برای علی فرمول آورد. دست
P (۳) = aP (۰) + bP (۱) + cP (۲),

که کنيد مشخص و کنيد پيدا را عدد سه اين هستند. ثابت عدد سه c و b ،a آن در که
است؟ چند a − b + c مقدار

۷ (۵ ۶ (۴ ۵ (۳ ۴ (۲ ۳ (۱

است. صحيح ۵ گزينه�ٔ راه�حل.
برای که است يافته گونه�ای به را c و b ،a علی پس باشد. P (x) = px۲ + qx + r کنيد فرض

:r و q ،p هر
۹p + ۳q + r
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

P (۳)
= a( r®

P (۰)
) + b(p + q + r

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
P (۱)

) + c(۴p + ۲q + r
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

P (۲)
)

⇒ ۹p + ۳q + r = p(b + ۴c) + q(b + ۲c) + r(a + b + c)
باشند: برابر تساوی طرف دو در آن�ها ضرايب بايد هستند، دل�خواه r و q و p چون و

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

b + ۴c = ۹,
b + ۲c = ۳,
a + b + c = ۱,
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دو اين دادن قرار با و b = −۳ و c = ۳ که می�شود نتيجه دوم و اول رابطه�ٔ دو از استفـاده با
است. صحيح (۵) گزينه�ٔ و a − b + c = ۷ پس می�آيد. دست به a = ۱ سوم رابطه�ٔ در

� انتخاب را خانه ۸ روبه�رو شکل در می�توان طريق چند به
هم�ستون يا و هم�سطر آن�ها از تايی دو هيچ که کرد

نباشند؟
۶۴ (۵ ۳۲ (۴ ۲۸ (۳ ۲۰ (۲ ۱۵ (۱

.۱۷

است. صحيح ۴ گزينه�ٔ راه�حل.
ستون ۹ و کنيم انتخاب نظر مورد خاصيت با خانه ۸ می�خواهيم چون که کنيد توجه ابتدا

باشند. خالی ستون�ها از يکی بايد دقيقـاً داريم.
� کنيد، توجه روبه�رو شکل در ۱ شماره�ٔ با خانه�ٔ دو به حال

توجه با هستند، ستون يک خانه�ها اين از کدام هر چون
انتخابشوند خانه دو اين از يکی حداقـل بايد بالا نکته�ٔ به
اين از يکی حداکثر هستند، هم�سطر چون ديگر سوی از و
يکخانه دقيقـاً بنابراين شوند. انتخاب می�توانند خانه دو
خانه�هایسطر از هيچ و انتخابمی�شود ۱ خانه�ٔ دو بين از

انتخاب�شده خانه�ٔ ديگر ستون�های همه�ٔ ضمناً و نمی�شود انتخاب خانه اين از غير ميانی
داريم. حالت دو خانه يک اين انتخاب برای که کنيد توجه دارند.

ستون دو مجاز خانه�های تنها خانه�ها، اين� چون کنيد. توجه ۲ شماره�ٔ با خانه�های به حال
دو انتخاب برای که شوند. انتخاب خانه چهار اين از تا دو دقيقـاً بايد هستند شامل را
هيچ ديگر خانه دو اين انتخاب با داريم. حالت دو نباشند، هم�ستون و هم�سطر که خانه

شد. نخواهد انتخاب ميانی سطر سه از خانه�ای
هم�سطر که کرد انتخاب خانه دو کدام هر ،۴ و ۳ شماره�ٔ با خانه�های بين از بايد بالا مشابه

است. امکان�پذير طريق دو به انتخاب شماره هر برای که نباشند هم�ستون و
طريق دو به هم اين که کرد انتخاب را يکی ،۵ شماره�ٔ با خانه�ٔ دو بين از بايد نهايت در

www.mathysc.com ۳۵ از ۱۷ صفحهٔ



اول مرحلهٔ آزمون راه�حل�های و سؤالات
کشور رياضی المپياد چهارمين و سی

دارد. امکان
دارد. وجود ممکن طريق ۲۵ = ۳۲ مطلوب، خاصيت با خانه ۸ انتخاب برای کل در پس

هر حاصل�ضرب که کرد انتخاب می�توان {۱,۲, . . . ,۱۳۹۴} اعداد ميان از عدد چند حداکثر .۱۸
باشد؟ ۱۴ مضرب آن�ها از تا ۵

۱۱۴ (۵ ۱۱۱ (۴ ۱۰۷ (۳ ۱۰۳ (۲ ۹۹ (۱

است. صحيح ۳ گزينه�ٔ راه�حل.
زيرمجموعهٔ اعضایهر حاصل�ضرب که باشد ۱۳۹۴ تا ۱ اعداد از Aزيرمجموعه�ای فرضکنيد
۱۴ بر که A اعضای تعداد کنيد فرض همچنين است. بخش�پذير ۱۴ بر آن از تايی ۵
تعداد تا، b نيستند، بخش�پذير ۷ بر و بخش�پذير ۲ بر که اعضايی تعداد تا، a بخش�پذيرند،
حال باشند. تا d اعضا باقی و تا c نيستند، بخش�پذير ۲ بر و بخش�پذير ۷ بر که اعضايی
باشد موجود عضو يک آن، از عضوی ۵ زيرمجموعهٔ هر در که می�کند ايجاب A خاصيت
تعداد نتيجه در است. بخش�پذير ۷ بر که عضو يک همچنين و است بخش�پذير ۲ بر که
اعضايی تعداد همين�طور و است ۴ حداکثر (c+d (يعنی نيستند، بخش�پذير ۲ بر که اعضايی

پس: است. ۴ حداکثر هم (b + d (يعنی نيستند بخش�پذير ۷ بر که

A اعضای تعداد = a + b + c + d ≤ a + (b + d) + (c + d) ≤ a + ۸.

پس .a ≤ ۹۹ نتيجه در و بخش�پذيرند ۱۴ بر عدد ۹۹ ،۱۳۹۴ تا ۱ اعداد در ديگر طرف از
شرط در که عضوی ۱۰۷ مثال يک ساختن برای است. ۱۰۷ برابر حداکثر A اعضای تعداد
ديگر عدد ۴ همراه به را ۱۴ بر بخش�پذير اعداد همهٔ مجموعهٔ می�توان کند، صدق مسأله

گرفت. نظر در را {۱,۲, . . . ,۱۳۹۴} در ۷ بر بخش�پذير ديگر عدد ۴ و ۲ بر بخش�پذير

می�دهد نمايش خاصيت اين با را صفحه در (x, y) مانند نقطه�هايی مجموعه�ٔ گزينه کدام .۱۹
است؟ يک برابر y۲ − x − y و x + y ،x − y − ۱ عبارت سه بين در مقدار بيش�ترين که
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(۳ (۲ (۱

(۵ (۴

است. صحيح ۱ گزينه�ٔ راه�حل.
y۲ − x − y = ۱ و x − y − ۱ = ۱ ،x + y = ۱ منحنی سه اجتماع از بخشی مسئله جواب شکل

زير: شکل منحنی از قسمتی يعنی است.

و x − y − ۱ ،x + y عبارت سه از کدام�يک شکل اين نقـاط در که کنيم بررسی بايد حال
است. بيشينه y۲ − x − y
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است. بيشينه عبارت سه بين در عبارت اين و x + y = ۱ آن�ها در که نقطه�هايی •
y۲ − x − y ≤ ۱⇔ y۲ ≤ ۲⇔ y ∈ [−

√۲,√۲]
x − y − ۱ ≤ ۱⇔ ۲y + ۱ ≥ ۰⇔ y ≥ −۱۲

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭
⇒ −۱۲ ≤ y ≤

√۲

هست. نظر مورد ناحيه�ٔ از جزئی −۱
۲ ≤ y ≤

√۲ که x + y = ۱ خط از قسمتی پس
است. بيشينه عبارت سه بين در عبارت اين و y۲ − x − y = ۱ آن�ها در که نقطه�هايی •

x + y ≤ ۱⇔ y۲ − ۱ ≤ ۱⇔ y ∈ [−
√۲,√۲]

x − y − ۱ ≤ ۱⇔ y۲ − ۲y − ۳ ≤ ۰⇔ y ∈ [−۱,۳]

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭
⇒ −۱ ≤ y ≤√۲

نظر مورد ناحيه�ٔ از قسمتی −۱ ≤ y ≤
√۲ که y۲ − x − y = ۱ سهمی از قسمتی پس

ماست.
است. بيشينه عبارت سه بين در عبارت اين و x − y − ۱ = ۱ آن�ها در که نقطه�هايی •

y۲ − x − y ≤ ۱⇔ y۲ − ۲y − ۳ ≤ ۰⇔ y ∈ [−۱,۳]
x + y ≤ ۱⇔ x + y ≥ x − y − ۱⇔ y ≤ −۱۲

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭
⇒ −۱ ≤ y ≤ −۱۲

است. ناحيه اين از قسمتی ،−۱ ≤ y ≤ −۱۲ آن در که x − y − ۱ = ۱ خط از قسمتی پس

در موجود نمودار با متناظر که است قسمت سه اين اجتماع نظر مورد ناحيه�ٔ کل در و
است. (۱) گزينه�ٔ

ويروس هر روز، هر انتهای در است. شده بدن وارد موذی ويروس يک اول روز ابتدای در .۲۰
به نيز خودش و می�کند توليد جديد موذی ويروس k باشد، کرده عمر روز k که موذی

می�شود؟ متولد موذی ويروس چند ششم روز انتهای در می�دهد. ادامه زندگی
۲۴۳ (۵ ۱۴۴ (۴ ۱۲۸ (۳ ۱۱۲ (۲ ۸۹ (۱

است. صحيح ۴ گزينه�ٔ راه�حل.
اين�صورت در می�شوند. متولد n-ام روز انتهای در که باشد ويروس�هايی تعداد an فرضکنيد

می�کند: صدق زير بازگشتی رابطهٔ (an)در دنبالهٔ

an = an−۱ + ۲an−۲ +⋯ + (n − ۱)a۱ + n.
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ويروس�هايی تعداد با برابر می�شوند، متولد n-ام روز انتهای در که ويروس�هايی تعداد زيرا
عمر روز دو که ويروس�هايی برابر دو اضافهٔ به (an−۱ يعنی ) کرده�اند عمر روز يک که است
کرده�اند، عمر روز n − ۱ که ويروس�هايی برابر n − ۱ تا همين�طور و (۲an−۲ يعنی ) کرده�اند
نوشتن با پس می�شوند. متولد اوليه ويروس از که ويروسی n اضافهٔ به ( (n − ۱)a۱ (يعنی

می�آيد: دست به ها an � ابتدايی جملات

a۱ = ۱,
a۲ = ۱ + ۲ = ۳,
a۳ = ۳ + ۲ × ۱ + ۳ = ۸,
a۴ = ۸ + ۲ × ۳ + ۳ × ۱ + ۴ = ۲۱,
a۵ = ۲۱ + ۲ × ۸ + ۳ × ۳ + ۴ × ۱ + ۵ = ۵۵,
a۶ = ۵۵ + ۲ × ۲۱ + ۳ × ۸ + ۴ × ۳ + ۵ × ۱ + ۶ = ۱۴۴.

می�آورد. دست به را ۱۴۴ پاسخ که
محاسبهٔ که آورد دست به (an) دنبالهٔ برای هم ساده�تری بازگشتی رابطهٔ می�توان البته
n برای را بازگشتی رابطهٔ اگر است: صورت اين به کار روش می�کند. سريع�تر را آن مقـادير

( n > ۱) می�شود: نتيجه کنيم، کم هم از و بنويسيم n − ۱ و

an − an−۱ = an−۱ + an−۲ +⋯ + a۱ + ۱,Ô⇒
an = ۲an−۱ + an−۲ +⋯ + a۱ + ۱.

کنيم، کم n برای متناظر رابطهٔ از و بنويسيم n − ۱ برای هم را بالا رابطهٔ و n > ۲ اگر حال
(n > ۲) داريم:

an − an−۱ = ۲an−۱ − an−۲Ô⇒ an = ۳an−۱ − an−۲.
(an) بازگشتی دنبالهٔ از ساده�تر توصيفی a۱ = ۱, a۲ = ۳ اوليهٔ مقدار دو همراه به بالا رابطهٔ

است.

(بيش متوالی طبيعی عدد تعدادی مجموع صورت به را ۱۵۰۷ عدد می�توان طريق چند به .۲۱
نباشد؟ مهم اعداد ترتيب آن در که نوشت عدد) يک از
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۲۳۹ (۵ ۱۷۹ (۴ ۱۱۹ (۳ ۵۹ (۲ صفر (۱

است. صحيح ۳ گزينه�ٔ راه�حل.
.m,n ≥ ۱ که باشيم نوشته m+n تا m اعداد از حاصل�جمعی صورت به را ۱۵۰۷ کنيم فرض

اين�صورت: در

۱۵۰۷ =m + (m + ۱) +⋯ + (m + n) = (۲m + n)(n + ۱)۲ Ô⇒

۲۸ × ۳۷ × ۵۱۴ = (n + ۱)(۲m + n).

و b > a > ۱ و دارند متفـاوت زوجيت b و a ،b = ۲m + n و a = n + ۱ بنويسيم اگر بنابراين
فرد مقسوم�عليه�های تعداد کافيست a, b حالات تعداد شمارش برای .ab = ۲۸ × ۳۷ × ۵۱۴
مکملش زوج مقسوم�عليه در فرد مقسوم�عليه هر زيرا بشماريم، را (۱ از (غير ۲۸ × ۳۷ × ۵۱۴
گرفت، نظر در a را ديگری و b می�توان را بود بزرگتر که کدام هر و است ۲۸ ×۳۷ ×۵۱۴ برابر
با a, b زوج هر برای که است واضح اين بر علاوه کنيم. حذف هم را a = حالت۱ بايد البته

دارد. وجود بالا صورت به m,n زوج يک دقيقـاً شده، ذکر شرايط
است، ۳۷ × ۵۱۴ مقسوم�عليه�های تعداد با برابر ۲۸ × ۳۷ × ۵۱۴ فرد مقسوم�عليه�های تعداد

است. ۱۲۰ − ۱ = ۱۱۹ مسأله جواب پس .(۷ + ۱)(۱۴ + ۱) = ۱۲۰ يعنی

خانه هر که طوری کرد، پر ۱ × ۲ کاشی�های با را ۱ × ۷ جدول يک می�توان طريق چند به .۲۲
باشد؟ شده پر کاشی دو حداکثر و کاشی يک حداقـل توسط

۱۹ (۵ ۱۸ (۴ ۱۷ (۳ ۱۶ (۲ ۱۵ (۱

است. صحيح ۵ گزينه�ٔ راه�حل.
(۱ × ۲ (کاشی�های دومينوها با ۱ × n جدول يک کردن پر راه�های تعداد an کنيم فرض
اين بر علاوه باشد. داشته قرار کاشی دو حداکثر و کاشی يک حداقـل خانه هر در که باشد
خانه هر در که بگيريد نظر در دومينوها با ۱ × n جدول يک کردن پر راه�های تعداد را bn
صفر حداقـل اول خانهٔ در و باشد کاشی دو حداکثر و کاشی يک حداقـل اول، خانهٔ از غير

باشد. کاشی يک حداکثر و
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داريم: an برای را زير رابطهٔ ،n > ۱ برای حال
an = an−۲ + bn−۱,

دو اول خانهٔ در يا بگيريد، نظر در می�شود ظاهر an شمارش در که حالاتی از يکی اگر زيرا
دومينوی هيچ و مشترکند دوم خانهٔ با دومينوها اين اين�صورت در که دارد قرار دومينو
بقيهٔ کردن پر حالات تعداد با برابر حالات تعداد پس ندارد. قرار خانه دو اين در ديگر
يک فقط اول خانهٔ در اگر اما است. مسأله شرط با ۱ × (n − ۲) جدول يک يعنی خانه�ها
هر در باقيمانده، ۱× (n−۱) جدول در اول، خانهٔ و دومينو اين حذف از پس باشد، دومينو
پس دومينو. ۱ تا ۰ بين اول، خانهٔ در و دارد قرار دومينو دو تا ۱ بين اول، خانهٔ از غير خانه
bn−۱ برابر باشد، داشته قرار دومينو يک دقيقـاً اصلی جدول اول خانهٔ در که حالاتی تعداد
جدول، اول خانهٔ دومينوهای تعداد روی حالت�بندی و مشابه کاملاً استدلالی با است.

آورد: دست به bn برای را زير بازگشتی رابطهٔ می�توان
bn = an−۱ + bn−۱.

داريم: n > ۱ هر برای اول بازگشتی رابطهٔ از استفـاده با بنابراين
bn = an+۱ − an−۱,

می�آيد: دست به کنيم، جايگذاری دوم بازگشتی رابطهٔ در n−۱ و nبرای را رابطه اين اگر و
an+۱ − an−۱ = an−۱ + an − an−۲Ô⇒ an+۱ = an + ۲an−۱ − an−۲.

توجه با که بدانيم را آن اوليهٔ مقدار سه کافيست (an) دنبالهٔ مقـادير محاسبهٔ برای پس
می�آيند: دست به سادگی به سؤال صورت به

a۱ = ۰, a۲ = ۲, a۳ = ۱.
داريم: (an) بازگشتی رابطهٔ از استفـاده با حال

a۴ = ۱ + ۴ − ۰ = ۵,
a۵ = ۵ + ۲ − ۲ = ۵,
a۶ = ۵ + ۱۰ − ۱ = ۱۴,
a۷ = ۱۴ + ۱۰ − ۵ = ۱۹.
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� از غير ،۵ × ۵ منظم شبکه�ٔ يک نقـاط تمام در می�خواهيم
کنيم، نصب برابر و استوانه�ای ستون�هايی مرکزی، نقطه�ٔ
در يعنی نشود؛ ديده بيرون از مرکزی نقطه�ٔ که به�نحوی
نقطه�ٔ از گذرنده خط هر می�بينيد، که مسطحی نقشه�ٔ
صورتی در کند. قطع را دايره�ها از يکی دست�کم مرکزی
مقدار کم�ترين باشد، متر يک مجاور نقـاط بين فـاصله�ٔ که

است؟ متر چند ستون�ها مقطع شعاع برای لازم
√

۲
۵ (۵

√
۴
۱۷ (۴

√
۱
۵ (۳

√
۱
۱۰ (۲

√
۱
۱۳ (۱

.۲۳

است. صحيح ۲ گزينه�ٔ راه�حل.
ديگر ۲۴نقطه�ٔ تا l خط فـاصله�ٔ را m(l) می�گذرد، (O) مرکزی نقطه�ٔ از که l خط هر برای
اگر زيرا باشد. m(l)ها بين در عدد بزرگ�ترين بايد مسئله جواب صورت اين در می�گيريم.
که يافت l مثل خطی می�توان r ≥ R هر برای دهيم، نمايش R با را مقدار بزرگ�ترين اين
آن مرکز به دايره�ٔ بنابراين و باشد r از کم�تر l خط تا مرکزی غير نقطه�های از يکی فـاصله�ٔ
که يافت l خط می�توان r < R اگر ديگر طرف از دارد. اشتراک l با حتماً r شعاع و نقطه
به دايره�ٔ بنابراين و است r از کم�تر l از مرکزی غير نقطه�های همه�ٔ فـاصله�ٔ يعنی .m(l) > r

ندارد. اشتراک l با r شعاع و نقـاط اين از يک هر مرکز
که گرفتند قرار مختصات صفحه�ٔ در گونه�ای به نقطه�ها که می�کنيم فرض راحتی برای
نقـاط بين فـاصله�ٔ و دارد قرار مبدأ در مرکزی نقطه�ٔ هستند، صحيح مختصات دارای همه�
استفـاده d(X, l) نماد از ،l خط و X نقطه�ٔ فـاصله�ٔ نمايش برای چنين هم است. يک مجاور

می�کنيم.
را خود مختلف، خطوط برای m(l) محاسبه�ٔ برای می�توان شکل تقـارن�های به توجه با
نقطه�ٔ پنج فـاصله�ٔ تنها و است يک و صفر بين آن�ها شيب که کنيم l خطوط به محدود

بگيريم. نظر در l با را (۲,۲) و (۲,۱) ،(۱,۱) ،(۲, ۰) ،(۱, ۰)
خط از (۱, ۰) نقطه�ٔ فـاصله�ٔ می�گذرد، مبدأ از که l خط برای که می�شود ديده سادگی به
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در را (۲, ۰) نقطه�ٔ محاسباتمان در می�توانيم پس است. l از (۲, ۰) نقطه�ٔ فـاصله�ٔ از کم�تر l

،l خط هر با (۲,۲) و (۱,۱) نقطه�های فـاصله�ٔ مقـايسه�ٔ با و مشابه دليل به نگيريم. نظر
،A = (۱, ۰) نقطه�ٔ سه فـاصله�ٔ تنها و نگيريم نظر در نيز را (۲,۲) نقطه�ٔ می�توانيم که می�بينيم
نيز را (۰, ۰) نقطه�ٔ کنيم. محاسبه m(l) يافتن برای l خط با را C = (۲,۱) و B = (۱,۱)

�می�دهيم. نمايش O با شکل مطابق
باشد، a برابر می�گذرد) O از (که l شيبخط اگر که مشخصمی�شود ساده محاسبه�ٔ يک با

است. ∣۱−۲a∣√۱+a۲ و ۱−a√۱+a۲ ، a√۱+a۲ برابر ترتيب به l از C و B ،A نقطه سه فـاصله�ٔ
می�کنيم. ثابت را زير لم حال

پاره�خط روی نقطه�ای T و باشد XY Z مثلث از Y Z ضلع وسط نقطه�ٔ M کنيد فرض لم.
است خط اين از Z فـاصله�ٔ از کم�تر ،XT خط از Y نقطه�ٔ فـاصله�ٔ صورت اين در باشد. MY

شد. خواهند مساوی هم با مقدار دو اين شود. منطبق M بر T اگر و
مثلث دو بگيريم، XM خط بر Z و Y از وارد عمودهای پای ترتيب به را Z۱ و Y۱ اگر اثبات.
باشد، Y Mو بين T اگر بنابراين .Y T

ZT =
Y Y۱
ZZ۱ لذا و هستند متشابه ZZ۱T و Y Y۱T قـائم�الزاويه�ٔ

.Y Y۱ = ZZ۱ لذا و Y T = ZT ،T =M اگر هم�چنين .Y Y۱ < ZZ۱ لذا و Y T < YM =MZ < ZT

باشد، ۱۲ از کم�تر l خط شيب اگر می�پردازيم. مسئله ادامه�ٔ به لم اين از استفـاده با حال

d(C, l) = ۱ − ۲a√۱ + a۲ <
۱ − a√۱ + a۲ = d(B, l)

اگر بالا، لم طبق حال است. d(A, l) و d(C, l) عدد دو بين در کم�تر عدد برابر m(l)پس
اين بالای اگر و m(l) = d(A, l) باشد، AOC مثلث در AC ضلع بر وارد ميانه�ٔ زير l خط
شيب افزايش با d(A, l) است، حاده ∠AOC زاويه�ٔ چون حال .m(l) = d(C, l) باشد، ميانه
وقتی m(l) مقدار بيش�ترين بنابراين می�يابد. کاهش l شيب افزايش با d(C, l) و افزايش l
که باشد AOC مثلث از AC ضلع ميانه�ٔ l که است زمانی می�کند تغيير ۱

۲ و ۰ بين l شيب
در m(l) مقدار حداکثر بالا محاسبه�های از استفـاده با است، ۱۳ برابر خط اين شيب چون
تغيير يک و ۱

۲ بين l شيب که وقتی مورد در مشابه استدلال با می�شود. ۱√۱۰ برابر بازه اين
چون و است OBC مثلث از BC ضلع ميانه�ٔ به مربوط m(l) بيشينه که می�بينيم می�کند،
کل در پس می�شود. ۱√۱۰ برابر بازه اين در m(l) بيشينه�ٔ است، ۲

۳ برابر ميانه اين شيب
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هست. ۱√۱۰ همين مسئله جواب و بود خواهد ۱√۱۰ ،m(l) مقدار بيشينه

شکل نامتناهی بتوان هرگاه کرد، کاشی�کاری را صفحه می�توان يکچندضلعی با می�گوييم .۲۴
را صفحه کل که گونه�ای به داد قرار هم کنار صفحه در را چندضلعی آن با هم�نهشت

در احتمالاً جز به ضمناً و بپوشانند
با باشند. نداشته هم�پوشانی اضلاع
نمی�توان روبه�رو اشکال از تا چند

کرد؟ کاشی�کاری را صفحه
۲ (۳ ۱ (۲ صفر (۱

۴ (۵ ۳ (۴

است. صحيح ۲ گزينه�ٔ راه�حل.
است. امکان�پذير بقيه برای و نيست امکان�پذير زير شکل با کاشی�کاری تنها می�کنيم ادعا

در که کرد فرض می�توان وضوح به باشد. ممکن کاشی اين با کاشی�کاری که کنيد فرض
می�گيرد قرار شبکه�ای نقطه�های روی مختلفچندضلعی رئوسنسخه�های کاشی�کاری اين
ظاهر کاشی اين از بالا نسخه�ٔ چهار تنها بنابراين می�شوند. محورها موازی آن�ها اضلاع و
سمت نسخه�ٔ دو به و عمودی کاشی�های شکل در چپ سمت نسخه�ٔ دو به که می�شوند

می�گوييم. افقی کاشی�های راست
قرينه (با بگيريد نظر در زير چپ سمت شکل مطابق کاشی�کاری از افقی کاشی يک حال
می�توان سادگی به دارد). وجود کاشی�کاری در نسخه�ای چنين کنيد فرض دوران و کردن
کاشی يک و افقی کاشی يک به شکل از C و B ،A خانه�ٔ سه کردن پر برای که کرد چک
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خط به نسبت شکل قرينه�ٔ (يا باشند گرفته� قرار دوم شکل مطابق که داريم نياز عمودی
پوشاندن برای که می�فهميم جديد عمودی کاشی مورد در مشابه استدلال با عمودی).

دهيم. قرار شکل مطابق افقی کاشی يک بايد D خانه�ٔ

با حالت اين در می�رسيم. زير شکل به مختلف کاشی�های دادن قرار با ترتيب همين به
پس پوشاند. شکلی هيچ به را G و F ،E خانه�ٔ سه نمی�توان که می�شود ديده بررسی کمی

نيست. امکان�پذير چندضلعی اين با کاشی�کاری

کاشی�ها بعضی مورد (در ادامه در که است امکان�پذير کاشی�کاری کاشی�ها، بقيه�ٔ مورد در
کاشی�ها، از استفـاده با که است اين کار روش موارد اکثر در می�بينيد. متفـاوت) شکل دو به
پلکان�ها يا و نوارها دادن قرار هم کنار با سپس و بپوشانيم را پلکان�مانند يا نوار شکلی ابتدا
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هم کنار با زير راست سمت شکل به مربوط کاشی مورد در مثلاً بپوشانيم. را صفحه کل
صفحه مستطيل�ها اين دادن قرار هم کنار با و ساخته�ايم يکمستطيل نسخه دو دادن قرار

می�کنيم. کاشی�کاری را
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درست گزينه کدام نمايشمی�دهيم. C و B ،A با ترتيب به را √۳
√۷ و √۵

√۵ ،√۷
√۳ اعداد .۲۵
است؟

C < A < B (۵ A < C < B (۴ C < B < A (۳ B < C < A (۲ A < B < C (۱

است. صحيح ۵ گزينه�ٔ راه�حل.
نشان است کافی می�رسانيم، ۲ توان به را طرف دو .√۵

√۵
>
√۷

√۳ می�دهيم نشان اول
دهيم نشان است کافی می�رسانيم. √۵ توان به را طرف دو اکنون .۵√۵ > ۷√۳ دهيم
حکم پس .۷√۱۵ < ۷۴ = ۲۴۰۱ پس ،√۱۵ < ۴ داريم اما .۷√۱۵ < ۳۱۲۵ يعنی ،۵۵ > ۷√۱۵

شد. ثابت
است کافی می�رسانيم، ۲ توان به را طرف دو مجدداً .√۷

√۳
>
√۳

√۷ می�دهيم نشان حال
دهيم نشان است کافی می�رسانيم. √۷ توان به را طرف دو اکنون .۷√۳ > ۳√۷ دهيم نشان
حکم پس .۷√۲۱ > ۷۴ = ۲۴۰۱ پس ،√۲۱ > ۴ داريم اما .۷√۲۱ < ۲۱۸۷ يعنی ،۷√۲۱ > ۳۷

شد. ثابت
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هر برای که گونه�ای به داريم {۱,۲,۳, . . . ,۳۰} مجموعه�ٔ اعداد از a۱, a۲, . . . , a۱۵ دنباله�ٔ چند .۲۶
؟ ai+j > ai + aj باشيم: داشته ،i + j ≤ ۱۵ که ۱ ≤ i, j ≤ ۱۵

۱۵ (۵ ۹ (۴ ۴ (۳ ۱ (۲ صفر (۱

است. صحيح ۴ گزينه�ٔ راه�حل.
داريم: مسأله فرض طبق

a۱۵ ≥ a۱۴ + a۱ + ۱ ≥ a۱۳ + ۲a۱ + ۲ ≥ ⋯ ≥ a۲ + ۱۳a۱ + ۱۳ ≥ ۱۵a۱ + ۱۴.
،j > ۱ هر برای و a۱ = ۱ پس ۱۵a۱ + ۱۴ ≤ ۳۰ می�دهد نتيجه a۱۵ ≤ ۳۰ ديگر، طرف از

.aj ≥ aj−۱ + ۲
نتيجه: در و ۲۹ = a۱ + ۲۸ داريم، حال

۲۹ ≤ a۲ + ۲۶ ≤ a۳ + ۲۴ ≤ ⋯ ≤ a۱۳ + ۴ ≤ a۱۴ + ۲ ≤ a۱۵ ≤ ۳۰.
داريم: شود، ۳۰ برابر عدد ۱۴ − k و ۲۹ برابر عدد k بالا، عدد ۱۴ ميان در اگر حال

ai =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

۲i − ۱ i ≤ k + ۱
۲i i > k + ۱

که: چون می�شود، نقض سؤال شرط باشد، ۶ از کمتر k اگر
k < ۶Ô⇒ k + ۱ < ۷,۱۴Ô⇒ a۷ = ۱۴, a۱۴ = ۲۸,

است. تناقض در a۱۴ > a۷ + a۷ شرط با اين و
k اگر چون می�کند: برآورده را ai+j > ai + aj شرط ۶ ≤ k ≤ ۱۴ می�کنيم ثابت ديگر، طرف از
چون باشند، بيشتر k + ۱ از نمی�توانند j و i دوی هر ،۱۵ حداکثر i + j و باشد ۶ حداقـل

اين�صورت: غير در
i, j ≥ k + ۲ ≥ ۸Ô⇒ i + j ≥ ۱۶.

توجه با حال .ai = ۲i−۱ نتيجه در و نيست بيشتر k +۱ از i مثلاً j و i از يکی حداقـل پس
می�دهد: رخ زير حالت دو از يکی بالا حالت�بندی به

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

j ≤ k + ۱Ô⇒ aj = ۲j − ۱, ai+j ≥ ۲(i + j) − ۱ Ô⇒ ai+j > ai + aj
j > k + ۱Ô⇒ i + j > k + ۱Ô⇒ aj = ۲j, ai+j = ۲(i + j) Ô⇒ ai+j > ai + aj
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با برابر ممکن دنباله�های تعداد و است برقرار مسأله شرط ۶ ≤ k ≤ ۱۴ حالات همه�ٔ در پس
است. حالت ۹ يعنی ،k حالات تعداد

تمام A۱۰۲۳ و . . . ،A۲ ،A۱ اگر می�دهيم. نشان f(A) با را A مجموعه�ٔ اعضای حاصل�ضرب .۲۷
باقی�مانده�ٔ باشد، {۱,۲, . . . ,۱۰} مجموعه�ٔ ناتهی زيرمجموعه�های

f(A۱) + f(A۲) +⋯ + f(A۱۰۲۳)

است؟ کدام ۱۳ بر
۱۲ (۵ ۶ (۴ ۵ (۳ ۱ (۲ صفر (۱

است. صحيح ۱ گزينه�ٔ راه�حل.
عبارت کامل بسط با

(۱ + ۱)(۱ + ۲)(۱ + ۳)⋯(۱ + ۱۰)
از که است صورت اين به حاصل�ضربی صورت به جملات از يک هر که می�شويم متوجه
اعداد همه�ٔ و کنيم انتخاب را i و ۱ عدد دو از يکی (۱ + i) صورت به پرانتزهای از يک هر
عمل خنثی صورت به ضرب در ۱ که کنيد توجه اما کنيم. ضرب هم در را انتخاب�شده
هستند ۱ از غير اعداد همه�ٔ حاصل�ضرب با برابر نهايی حاصل�ضرب نتيجه در و می�کند
کنيم توصيف اين�طور می�توانيم را نهايی حاصل�ضرب پس شده�اند. انتخاب پرانتزها از که
و می�کنيم محاسبه را آن اعضای حاصل��ضرب ،{۱, . . . ,۱۰}� زيرمجموعه��های همه�ٔ برای که
تهی مجموعه�ها اين از يکی اينکه به توجه با حال می�زنيم. جمع هم با را اعداد اين همه�ٔ

داريم: است،

۱۱! = (۱ + ۱)(۱ + ۲)⋯(۱ + ۱۰) = f(A۱) +⋯ + f(A۱۰۲۳) + ۱.

هر (برای ويلسون قضيه�ٔ بنابر حال است. ۱۳ بر ۱۱! − ۱ باقيمانده�ٔ مسأله جواب نتيجه در
داريم: است) p − ۱ برابر ،p بر (p − ۱)! باقيمانده�ٔ ،p اول عدد

۱۲! ۱۳≡ ۱۲Ô⇒ ۱۱! × ۱۲ ۱۳≡ ۱۲Ô⇒ ۱۱! ۱۳≡ ۱,

است. صفر با برابر ۱۳ بر ۱۱! − ۱ باقيمانده�ٔ پس
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صدق زير بازگشتی رابطه��های در ،n ≥ ۰ هر برای حقيقی اعداد از {yn} و {xn} دنباله�های .۲۸
می�کنند:

xn+۱ = x۲n + xnyn + y۲n, yn+۱ = x۲n − xnyn + y۲n.

است؟ درست کدام S = x۸ + y۸ مورد در ، x۰ + y۰ = ۲ و باشند مثبت اعدادی y۰ و x۰ اگر
۲۲۰۰۰ ≤ S (۵ ۲۸۰۰ ≤ S < ۲۲۰۰۰ (۴ ۲۲۰۰ ≤ S < ۲۸۰۰ (۳ ۲۵۰ ≤ S < ۲۲۰۰ (۲ S < ۲۵۰ (۱

است. صحيح ۳ گزينه�ٔ راه�حل.
،n ≥ ۰ هر برای که کنيد دقت ابتدا

x۲n ± xnyn + y۲n =
۱
۲((xn ± yn)۲ + x۲n + y۲n) ≥ ۰

داريم: دهيم، نمايش sn با را xn + yn اگر حال هستند. نامنفی yn و xn ،n ≥ ۱ هر برای پس

s۲n = (xn + yn)۲ ≤ ۲(x۲n + y۲n) = sn+۱ ≤ ۲(xn + yn)۲ = ۲s۲n

نتيجه�ٔ چپ سمت نابرابری و yn و xn بودن نامنفی نتيجه�ٔ راست سمت نابرابری که
n = ۰,۱, . . . ,۷ برای نابرابری�ها اين به توجه با حال است. حسابی-هندسی نابرابری

می�گيريم: نتيجه
۲۲۵۶ = s۲۸۰ ≤ s۸ ≤ s۲۸۰ ۲۱+۲+⋯+۲۷ = ۲۵۱۱

است. صحيح (۳) گزينه�ٔ پس

ترتيب به D و B از است. مفروض ∠BAC = ۴۰○ با ABC مثلث از BC خط روی D نقطه�ٔ .۲۹
به D و C از مشابه طور به کنند. قطع E در را يک�ديگر تا می�کنيم عمود AB و BC بر
عمود پای کنند. قطع F در را يک�ديگر تا می�کنيم رسم AC و BC بر عمودهايی ترتيب
نيست. B بر منطبق و دارد قرار AB خط روی K می�دانيم می�ناميم. K را EF بر D از وارد

است؟ درجه چند ∠ACK زاويه�ٔ
۱۴۰ (۵ ۱۰۰ (۴ ۸۰ (۳ ۶۰ (۲ ۴۰ (۱

است. صحيح ۴ گزينه�ٔ راه�حل.
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قرار آن امتداد نه و AB ضلع روی K نقطه�ٔ که می�گيريم نظر در را حالتی تنها اين�جا در ما
.∠ACK = ∠CKB − ۴۰○ حالت اين در است. مشابه کاملاً هم ديگر حالت در جواب دارد.

بيابيم. را ∠CKB =∠CKD +∠BKD زاويه�ٔ مقدار می�کنيم سعی پس
�∠DKE + و ∠DKF = ∠DCF = ۹۰○ که آن�جا از
CKDF چهارضلعی دو ،∠DBF = ۹۰○ + ۹۰○ = ۱۸۰○

پس: هستند. محاطی DKEB و

∠CKD = ۱۸۰○−∠CFD = ۹۰○+(∠ACB−۹۰○) =∠ACB

∠BKD =∠BED =∠ABC

AB ⊥ DE و AC ⊥ DF اينکه از بالا تساوی�های در
داريم نهايت در پس شد. استفـاده

∠CKB =∠CKD +∠BKD =∠ACB +∠ABC

= ۱۸۰○ −∠BAC = ۱۴۰○⇒ ACK = ۱۰۰○
دست به ∠BAC = ۴۰○ برابر ∠ACK زاويه�ٔ می�بود، AB پاره�خط امتداد در K نقطه�ٔ اگر
۱۰۰○ برابر مجدداً جواب ∠ACK = ۱۸۰○ −∠BAC −∠CKB چون حالت اين در و می�آمد

بود.
مکان� دهيم، انجام BC روی D مختلف نقطه�های از شروع با را مسئله فرآيند اگر توضيح.
مطلب اين اثبات بود. خواهد BC به نسبت مثلث محيطی دايره�ٔ قرينه�ٔ K نقطه�ٔ هندسی
ارتباط کردن پيدا در که می�دهد نشان فوق استدلال در دقت واقع در بالاست. شبيه کاملاً

نکرده�ايم. استفـاده دارد قرار AB روی K که اين از ∠BAC و ∠CKB

ترکيب از فقط آن در هرگاه می�گوييم، «جالب» را x, y, z متغيرهای با سه�متغيره فرمول يک .۳۰
زير: فرمول سه مثل باشد. شده استفـاده ماکسيمم و مينيمم توابع

min(max(x, z), y), min(x,x), max(x,min(x, y)).

داشته وجود x, y, z متغيرهای برای مقداردهی يک اگر می�گوييم، متفـاوت را فرمول دو
min(x,x) فرمول دو مثلاً کنند. محاسبه آن�ها برای را مختلفی مقـادير فرمول دو که باشد
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داريم؟ متفـاوت فرمول چند نيستند. متفـاوت max(x,min(x, y))و
بی�نهايت (۵ ۲۵۶ (۴ ۶۴ (۳ ۱۸ (۲ ۱۱ (۱

است. صحيح ۲ گزينه�ٔ راه�حل.
،a, b, c دلخواه عدد سه هر برای که است اين راه�حل، اساسی نکته�ٔ

min(max(a, b), c) =max(min(a, c),min(b, c)).

کنيد.) ثابت a, b, cممکن ترتيب�های همه�ٔ گرفتن نظر در با راحتی به می�توانيد را اتحاد (اين
است: جمع روی ضرب پخشی خاصيت يادآور اتحاد اين

(a + b) × c = a × c + b × c.

min(a, b) =min(b, a)مثل ) خواصجابجايی تمامی در max و minعمل دو ديگر، عبارت به
می�کنند. صدق است، برقرار جمع و ضرب عمل دو برای که هم، به نسبت پخشی و (

جمع حسب بر پيچيده فرمول هر تا می�کردند کمک ما به ضرب و جمع خاصيت دو اين
صورت به يعنی دهيم: «بسط» کند، تغيير مقدارش اينکه بدون را، متغير تعدادی ضرب و
برای مشابه خواص وجود به توجه با پس بنويسيم. حاصل�ضرب تعدادی از حاصل�جمعی
از تابع اين�دو از استفـاده با که را (F (x, y, z) (مانند فرمولی هر ماکزيمم، و مينيمم توابع
درآيد: زير صورت به نهايتاً تا کرد ساده�سازی می�توان باشد، شده ساخته x, y, z متغير سه

F (x, y, z) =max(min(−,−, . . . ,−), . . . ,min(−,−, . . . ,−)),

دارد. قرار متغيرها از يکی خالی، جاهای از يک هر در که
کنيد: توجه ماکزيمم و مينيمم توابع مورد در ديگر اساسی نکته�ٔ دو به حال

باشد، آمده بار يک از بيش متغير يک min(−,−, . . . ,−) خالی جاهای در اگر اينکه، اول
مجموعه�ٔ فقط بنابراين کرد. حذف را آن تکرارهای کند، تغييری فرمول اينکه بدون می�توان

بنويسيم: می�توانيم پس است. مهم می�شوند، ظاهر مينيمم داخل در که متغيرهايی

F (x, y, z) =max(min(A۱), . . . ,min(Ak)),
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است. {x, y, z} از زيرمجموعه�ای Aiها از يک هر که
مينيمم وضوح به ،(i ≠ j) باشد Aj شامل Ai بالا فرمول در اگر که است اين دوم نکته�ٔ
محاسبه�ٔ در آن مقدار نتيجه در و است Aj اعضای مينيمم مساوی يا کمتر Ai اعضای
برای را کار اين اگر کرد. حذف فرمول از را min(Ai) می�توان پس است. بی�تأثير ماکزيمم
هيچ که می�رسيم جايی به نهايتاً دهيم، انجام فرمول در يکديگر شامل مجموعه�ٔ دو هر

نيستند. يکديگر شامل مجموعه�ها از کدام
باشد: زير صورت به نهايی عبارت اگر پس

F (x, y, z) =max(min(B۱), . . . ,min(Bn)),

نيست. ديگری شامل کدام هيچ و هستند {x, y, z} از ناتهی زيرمجموعه�های ها Bi يکاز هر
به فرمول دو اگر که داد نشان می�توان اما ندارد، اهميتی Biها ترتيب نمايش اين در البته
آن�دو در Bi مجموعه�های باشند، متحد ها) Bi برای ذکرشده شرايط دارای (و بالا صورت
روی جايگشتی حد (در بالا صورت به يکتايی نمايش فرمول هر نتيجه در و است يکسان
{۰,۱} مجموعه�ٔ از x, y, z � متغيرهای مقدارگذاری�های با می�توانيد را نکته (اين دارد. ها) Bi

دهيد.) نشان
کدام هيچ که {x, y, z}ناتهی زيرمجموعه�های از {B۱, . . . ,Bn} مانند يکخانواده برای حال
خانواده�ها اين همه�ٔ شمارش برای .n ≤ ۳ که ديد می�توان راحتی به نباشد، ديگری شامل

کنيد: بندی حالت n � روی هم
۷ که است عضوی ۳ مجموعه�ٔ يک از ناتهی زيرمجموعه�ٔ يک B۱ اين�صورت در ،n = ۱ •

دارد. حالت
دو، هر يا ( حالت ۳) هستند تک�عضوی دو هر B۲ و B۱ يا اين�صورت در ،n = ۲ •

حالت). ۳) مکملش مجموعه�ٔ ديگری و تک�عضوی يکی يا و حالت) ۳) دوعضوی
سه هر يا و حالت) (يک هستند، تک�عضوی ها Bi سه�ٔ هر يا اين�صورت در ،n = ۳ •

حالت). (يک دوعضوی
بنابر که بالاست خاصيت با خانواده�های تعداد با برابر جالب فرمول�های کل تعداد پس

است. حالت ۱۸ مساوی ۷ + ۳ × ۳ + ۱ + ۱ برابر بالا شمارش
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