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۱۳۹۳ خلاقيت آزمون راه�حل

چی؟! به چی از صعودی تابع .۱ شماره سؤال
دارد. وجود بله، الف.

وجود (c, d) بازه به (a, b) بازه از صعودی و پوشا يک�به�يک، نگاشتی باشند گويا اعدادی d و c ،b ،a اگر که کنيد توجه ابتدا
بگيريم. نظر در را d−c

b−a (x− a) + c تابع است کافی دارد.

گويا اعداد از صعودی دنباله�ای qn و می�کند ميل √۲ به که باشد گويا اعداد از صعودی دنباله�ای pn کنيد فرض اکنون
صورت اين به را f : A → B تابع صورت اين در .q۰ = ۰ و p۰ = ۰ می�کنيم فرض هم�چنين می�کند. ميل √۳ به که باشد

می�کنيم: تعريف

f(x) =

 x x ≤ ۰ اگر
qi+۱−qi
pi+۱−pi

(x− pi) + qi x ∈ [pi, pi+۱] اگر
است. صعودی و پوشا يک، يه يک f که است واضح می�دهد. نشان را f تعريف نحوه زير، شکل

دارد. وجود بله، ب.
کرد: شماره�گذاری را آن�ها اعضای می�توان پس هستند. شمارا B و A مجموعه�ی دو هر

A = {a۱, a۲, a۳, . . .}

B = {b۱, b۲, b۳, . . .}
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بی�نهايت و A از عضو بی�نهايت عددی، دو هر بين که دارند را خاصيت اين B و A مجموعه دو هر که کنيد دقت هم�چنين
دارد. وجود B از عضو

تابع nام، مرحله در کنيد فرض .f(a۱) = b۱ می�کنيم تعريف ابتدا می�کنيم. تعريف استقرايی طور به در را f تابع اکنون
f تابع روی عمل دو اکنون است. يک�به�يک و صعودی که طوری به کرده�ايم تعريف A اعضای از متناهی تعداد روی را f

می�دهيم. انجام

که هايی i کنيد فرض و نکرده�ايم. تعريف را f(ak) کنون تا که باشد انديسی کوچک�ترين k کنيد فرض الف. عمل •
مرتب صعودی ترتيب به را air ،. . . ،ai۲ ،ai۱ اعداد .ir و . . . و i۲ ،i۱ از باشند عبارت کرده�ايم تعريف را ها f(ai)

و f(ar) اکنون بگيرد. قرار as و ar بين مثلاً کنيد فرض می�گيرد. قرار آن�ها از تا دو کدام بين ak که ببينيد و کنيد
حتماً پس دارد. وجود B از عضو بی�نهايت عدد، دو اين بين شد، گفته که خاصيتی بنابر بگيريد. نظر در را f(as)
.f(ak) = q کنيد تعريف و بناميد q را آن است. نگرفته قرار f برد در کنون تا که هست بين اين در B از عضوی
هم�چنان f تابع ،f(ak)تعريف نحوه�ی به توجه با که کنيد توجه و شد اضافه عضو يک f دامنه�ی اعضای به اکنون

است. صعودی

تا که باشد انديسی کوچک�ترين l کنيد فرض واقع در می�دهيم. انجام f وارون برای مشابهی عمل اکنون ب. عمل •
.ir و . . . و i۲ ،i۱ از باشند عبارت هستند f برد در ها bi که هايی i کنيد فرض و است. نگرفته قرار f برد blدر کنون
فرض می�گيرد. قرار آن�ها از تا دو کدام بين bk که ببينيد و کنيد مرتب صعودی ترتيب به را bir ،. . . ،bi۲ ،bi۱ اعداد
اين بين شد، گفته که خاصيتی بنابر بگيريد. نظر در را f−۱(bs) و f−۱(br) اکنون بگيرد. قرار bs و br بين مثلاً کنيد
نشده تعريف آن ِf کنون تا که هست بين اين در A از عضوی حتماً پس دارد. وجود A از عضو بی�نهايت عدد، دو
توجه و شد اضافه واحد يک f دامنه�ی اعضای تعداد به اکنون .f(q) = bk کنيد تعريف و بناميد q را آن است.

است. صعودی هم�چنان f تابع ،f(q) تعريف نحوه�ی به توجه با که کنيد

نحوه به توجه با که اين آن از مهم�تر شد. بيش�تر عضو دو تابع برد و تابع دامنه ب، عمل و الف عمل انجام با که ديديم پس
برد در که ای bi اولين نيز و می�شود اضافه دامنه به نيست دامنه در که ای ai اولين بار هر ،l انديس و k انديس انتخاب
کل f برد و A کل f دامنه دهيم، ادامه بی�نهايت تا را ب و الف عمل�های انجام اگر اين بنابر می�شود. اضافه برد به نيست

می�شود. ثابت حکم پس می�ماند باقی صعودی و يک�به�يک تابع مراحل تمام در چون و شد خواهد B

ندارد. وجود خير، پ.
اين دارای C بگيريد. نظر در C = {۰}×Rصورت به را B از C زيرمجموعه�ی باشد. داشته وجود تابعی چنين کنيد فرض
کنيد تعريف اکنون است. آن عضو نيز باشد y و x بين که B عضو zای هر آن�گاه باشند آن عضو y و x اگر که است خاصيت

D = f−۱(C)

خاصيت همان بايد نيز D پس است پوشا و يک�به�يک صعودی، f که آنجا از است. R از زيرمجموعه�ای D که کنيد دقت
چنين است. آن عضو نيز باشد y و x بين که R عضو zای هر آن�گاه باشند آن عضو y و x اگر يعنی باشد. داشته را C
سرهای از يکی اگر چون باشند. باز بايد بازه اين سر دو می�کنيم ادعا باشد. بازه يک بايد حقيقی اعداد از زيرمجموعه�ای
D مجموعه�ی پس ندارد. مينيمم يا ماکزيمم عضو C حاليکه در دارد مينيمم يا ماکزيمم عضو D آن�گاه باشد بسته بازه،
اعضای همه از b که آنجا از .x = (x۱, x۲) کنيد فرض و بگيريد نظر در را x = f−۱(b) اکنون است. (a, b) شکل به بازه�ای
عضوی y = (x۱/۲, ۰) صورت اين در ولی .x۱ > ۰ بايد پس است. بزرگ�تر C اعضای همه از نيز x پس است بزرگ�تر D
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D اعضای همه از که است R از عضوی نيز f−۱(y) پس است. کوچک�تر x از و بزرگ�تر C اعضای همه از که است B از
ندارد. وجود f تابع که می�دهد نشان تناقض اين ندارد. وجود عددی چنين ولی است، کوچک�تر b از و بزرگ�تر

ندارد. وجود خير، ت.
نباشد. y و x بين عضوی هيچ و y > x اگر است x از بعد عضو y گوييم باشند، مرتب مجموعه يک از عضو دو y و x اگر

باشد. نداشته بعدی عضو هيچ� اگر می�ناميم «بن�بست» را A مرتب مجموعه يک از x عضو
و اگر است A از بن�بست عضو يک x صورت اين در باشد. موجود B به A از f صعودی و پوشا يک�به�يک، تابع کنيد فرض

باشد. B از بن�بست عضو يک f(x) اگر تنها
از عبارتند A بن�بست اعضای که کنيد دقت اکنون

{(۱۲ ,
۱
۲ ), (

۱
۴ ,

۱
۲ ), (

۱
۸ ,

۱
۲ ), . . .}

از عبارتند B بن�بست اعضای و
{(۱۲ ,

۱
۲ ), (

۱
۴ ,

۱
۲ ), (

۱
۸ ,

۱
۲ ), . . . , (۰,

۱
۲ )}

اعضای بين در مينيمم يکعضو نيز f−۱((۰, ۱۲ )) بايد پس است B بن�بست اعضای بين در مينيمم يکعضو (۰, ۱۲ ) بنابراين
ندارد. وجود f تابع که می�دهد تناقضنشان اين نيستند. مينيمم عضو دارای Aبن�بست اعضای حال�آنکه باشد Aبن�بست

کنيد تعريف و بگيريد نظر در را Y = {۲−n | n ∈ N} ∪ {۰} مجموعه�ی ث.
A = Y ∪ (۱+ Y ) ∪ (۲+ Y ) ∪ · · ·

B = A ∪ {−۱}

دارد. وجود A به B از هم�چنين و B به A از صعودی و پوشا تابعی می�دهيم نشان ابتدا
کنيد: تعريف صورت اين به را f : A → B تابع

f(x) =

 −۱ x < ۱ اگر
x− ۱ x ≥ ۱ اگر

است. پوشا و صعودی f که می�شود مشاهده راحتی به
کنيد: تعريف صورت اين به را g : B → A تابع هم�چنين

g(x) =

 ۰ x = −۱ اگر
x x ̸= −۱ اگر

است. پوشا و صعودی نيز g که می�شود مشاهده راحتی به
باشد. داشته وجود تابعی چنين کنيد فرض ندارد. وجود B به A از صعودی و پوشا يک�به�يک، تابعی می�دهيم نشان اکنون
است −۱ از بعد عضو ۰ ،B در اما است. −۱ که باشد B مينيمم عضو نيز f(x) بايد پس است A مينيمم عضو ۰ که آنجا از
که می�دهد نشان تناقض اين نيست. بعدی عضو دارای ۰ ،A در آن�که حال باشد A در ۰ از بعد عضو نيز f−۱(۰) بايد پس

ندارد. وجود f
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چاله! چالش .۲ شماره سؤال
داد. حرکت دل�خواه جهت هر در دل�خواه اندازه��ی هر� به را چندوجهی می�توان می�کنيم ادعا

چندوجهی چون بکشيد. مقصد نقطه�ی به آن درون نقطه�ای از راست خط يک ابتدا چندوجهی آوردن در حرکت به برای
بغلتانيد. را چندوجهی نظر مورد سمت به و پاره�خط اين جهت در می�کند. قطع را يکوجه حتماً پاره�خط اين است، محدب
شده کم�تر اوليه حالت از بگيريم اندازه را مقصد نقطه�ی تا زمين با چندوجهی تماس محل نزديک�ترين فـاصله�ی اگر حال

است.
يعنی می�شويم، نزديک مقصد نقطه�ی به اندازه آن به حداقـل بار هر که دارد وجود ثابتی مثبت مقدار دهيم نشان بايد تنها
صورت اين در بيفتد، اتفـاقی چنين اگر نمی�دهد. تشکيل را صفر به هم�گرا دنباله�ی يک ما شدن�های نزديک مقدار واقع در
غلتيدن دو در اگر زيرا کرده�است) طی مرتباً را راس يک به متصل وجه�های (يعنی است غلتيده راس يک حول چندوجهی
سوم و دوم اضلاع بين زاويه رأس و دوم و اول اضلاع بين زاويه�ی رأس که شود طی طوری را چندوجهی ضلع�های متوالی،
دنباله�ی نتيجه در است، راس دو اين بين فـاصله�ی اندازه�ی به غلتيدن دو اين در شده طی مسير حداقـل باشد متفـاوت

نمی�شود. هم�گرا صفر به غلتيدن مقـادير
است. امکان�پذير آن به متصل وجوه تعداد اندازه�ی به تنها راس يک حول غلتيدن می�کنيم ادعا لم.

آن روی خط اين که را مسيری خط، حول چندوجهی غلتاندن بار هر در کنيد. باز راس يک حول را چندوجهی اثبات.
خط يک بايد آن کردن باز از بعد می�غلتد خط يک مسير در چندوجهی چون کنيد. گذاری علامت می�کند قطع را وجه�ها
بنابراين می�کند. قطع بار يک حداکثر را محدب چندضلعی هر خط يک صفحه يک در می�دانيم ببينيم. وجوه روی راست

است. آمده فرود وجه يک روی بار يک حداکثر رأس يک حول غلتيدن در چندوجهی

توسط شده طی طول که می�گيريم نتيجه آورديم دست به غلتيدن مسير بودن هم�گرا برای که شرطی و لم اين از استفـاده با
بخواهيم که جهت هر در و اندازه هر به را چندوجهی سپس نمی�شود. هم�گرا هيچ�گاه شکل اين به چندوجهی غلتيدن

دهيم. حرکت می�توانيم

نقطه�ی به را حرکت شروع نقطه�ی که می�گيريم، نظر در صفحه در شکسته پاره�خطی اصلی، مسئله�ی حل کردن کامل برای
چاله وسط نقطه�ی به را پل انتهايی نقطه�ی نهايت در و آن انتهايی نقطه�ی به را پل ابتدايی نقطه�ی سپس پل، ابتدايی
اين با چندوجهی از نقطه يک همواره چون و داد حرکت مسير اين روی را چندوجهی می�توان بالا طبق کند. متصل
نقطه�ی به چندوجهی که وقتی می�برد. در به سالم جان پل از و نمی�افتد دره درون به چندوجهی دارد، اشتراک پاره�خط�ها
آن درون چاله، مرکز به چندوجهی از نقطه دورترين حتماً است، چندوجهی قطر �اندازه�ی به چاله شعاع چون برسد نهايی

گذاشته�ايم! سر پشت سلامت به را چاله چالش و افتاد خواهد چاله داخل به چندوجهی نتيجه در و گرفته قرار
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ايرانی! باقی�نمانده�ی .۳ شماره سؤال
هستند. يک از بزرگ�تر همه diها که شود اضافه سؤال صورت به فرض اين بايد توجه.

از شدن کاسته بدون بنابراين متمايزند. يک�ديگر از هستند، اول هم به نسبت و ۱ از بزرگ�تر diها اينکه به توجه با الف.
از را ديگر حالات بعد و می�کنيم حل d۱ > ۲ حالت در را مسأله ابتدا .۱ < d۱ < · · · < dn کرد فرض می�توان سؤال کليت

می�گيريم. نتيجه آن
قضيه�ی از می�کنيم. تعريف di۱ · · · dik صورت به را dI ،n تا ۱ اعداد از I = {i۱ < · · · < ik} زيرمجموعه�ی هر برای

هم�نهشتی معادلات که می�دانيم چينی باقی�مانده�ی
x

di۱≡ ri۱ , . . . x
dik≡ rik

معادله�ای هيچ باشد، تهی I (وقتی می�دهيم. نمايش rI با را جواب�ها اين از يکی دارد. dI پيمانه�ی به جواب يک تنها
x

dI≡ rI پس کرد.) تعريف ۱ برابر را rI و dI می�توان حالت اين در هستند. جواب صحيح اعداد همه�ی بنابراين و نداريم
است. ذکرشده هم�نهشتی دستگاه�های با معادل

يا کوچک�تر و طبيعی جواب�های تعداد شمول عدم و شمول اصل بنابر باشد. دل�خواه مثبت عدد يک M کنيد فرض حال
هم�نهشتی نامعادلات دستگاه برای M مساوی

x
d۱
̸≡ r۱, . . . , x

dn

̸≡ rn

با: است ∑برابر
I⊆{۱,...,n}

(−۱)|I||{۱ ≤ x ≤ M |x dI≡ rI}|.

[۱,M ] بازه�ی در x
d≡ r صورت به هم�نهشتی معادله�ی هر جواب�های تعداد که داد نشان می�توان ساده استدلال يک با

عبارت نکته اين به توجه با است. ۱ از کم�تر M
d با اختلافش صورت دو هر در و است ⌈M

d ⌉ يا و ⌊M
d ⌋ اعداد از يکی با برابر

است: بيش�تر زير مقدار از بالا

(
∑

I⊆{۱,...,n}
(−۱)|I|M

dI
)− ۲n = M(۱− ۱

d۱
− · · · − ۱

dn
+

۱
d۱d۲

+ · · · )− ۲n

= M(۱− ۱
d۱

) · · · (۱− ۱
dn

)− ۲n.

با: است برابر حداقـل عبارت اين باشند، ۳ برابر حداقـل diها همه�ی و M = ۳n اگر حال
۳n(۱− ۱

۳ )
n − ۲n = ۰.

است. مثبت عددی مسأله نامعادلات جواب�های تعداد که می�شود نتيجه حالت اين در پس
يکی از می�توان صورت دو هر در می�کند. تعيين را x زوجيت اول نامعادله�ی ،r۱ زوجيت به بسته ،d۱ = ۲ حالت برای اما
بر معادل عبارت x جای به نامعادلات بقيه�ی در حال کرد. استفـاده x = ۲y − ۱ يا و x = ۲y صحيح متغيرهای تغيير از
کنيد بازنويسی y حسب بر را نامعادلات پيمانه�ها، از يک هر در ۲ ضربی وارون از استفـاده با و کنيد جای�گذاری را y حسب

صورت به نامعادلات از جديدی مجموعه�ی به تا

y
d۲
̸≡ s۲, . . . , y

dn

̸≡ sn
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۳n−۱ مساوی يا کم�تر و طبيعی جوابی نامعادلات اين قبل قسمت بنابر ،۳ ≤ d۲ < · · · < dn اين�که به توجه با برسيد.
اصلی نامعادلات همه�ی برای ۲× ۳n−۱ مساوی يا کم�تر جواب يک y و x بين رابطه�ی گرفتن نظر در با نتيجه در و دارند

!۲× ۳n−۱ < ۳n و می�آيد دست به x حسب بر

است. بيش�تر i از di ،i هر برای نتيجه در شده�اند. مرتب صعودی صورت به diها که می�کنيم فرض قبل قسمت مانند ب.
عدد وضوح به می�کنيم. انتخاب ( ۲

۲+ϵ , ۱) بازه�ی در را a عدد است. شده داده مثبت عدد يک ϵ کنيد فرض همين�طور
که دارد وجود N۲ طبيعی عدد ، (۲+ϵ)a

۲ > ۱ اينکه به توجه با ديگر طرف از .۱− ۱
N۱

> a که دارد وجود N۱ )طبيعی
(۲+ ϵ)a

۲

)N۲

> ۲N۱ .

جوابی مسأله هم�نهشتی نامعادلات دستگاه n > N هر برای می�دهيم نشان و می�کنيم تعريف N۱ + N۲ با برابر را N
دارد. (۲+ ϵ)n برابر حداکثر

است: زير عبارت از بيش�تر [۱, (۲+ ϵ)n] بازه�ی در نامعادلات اين جواب�های تعداد که می�دانيم قبل قسمت به توجه با
(۲+ ϵ)n(۱− ۱

d۱
) · · · (۱− ۱

dn
)− ۲n.

داريم: n > N برای اما

(۲+ ϵ)n(۱− ۱
d۱

) · · · (۱− ۱
dn

) ≥ (۲+ ϵ)n(۱− ۱
۲ ) · · · (۱−

۱
n+ ۱ )

≥ (۲+ ϵ)n(۱− ۱
۲ )

N۱(۱− ۱
N۱

)n−N۱

> (۲+ ϵ)n۲−N۱an−N۱

= (۲+ ϵ)n۲−N۱

( ۲
۲+ ϵ

)n−N۱ ( (۲+ ϵ)a

۲

)n−N۱

.

توانش کردن کم�تر با پس ، (۲+ϵ)a
۲ > ۱ ديگر طرف از و می�شود کم�تر توانش کردن بيش�تر با پس ، ۲

۲+ϵ < ۱ که کنيد توجه
بنويسيم: می�توانيم n−N۱ > N۲ و نکات اين از استفـاده با پس می�شود. کم�تر

(۲+ ϵ)n۲−N۱

( ۲
۲+ ϵ

)n−N۱ ( (۲+ ϵ)a

۲

)n−N۱

> (۲+ ϵ)n۲−N۱

( ۲
۲+ ϵ

)n (
(۲+ ϵ)a

۲

)N۲

> (۲+ ϵ)n۲−N۱

( ۲
۲+ ϵ

)n

۲N۱

= ۲n.

که: می�گيريم نتيجه نهايت در پس

(۲+ ϵ)n(۱− ۱
d۱

) · · · (۱− ۱
dn

)− ۲n > ۰

می�شود. ثابت ما ادعای و



..

۷

.

www.mathysc.com رياضی المپياد ملی کميته�ی وب�گاه

..
۱۳۹۳ خلاقيت آزمون راه�حل

لوز! چهار .۴ شماره سؤال
برای تعميم اين می�کنيم. اثبات باشند موازی روبه�رويش اضلاع و برابر اضلاعش که P محدب ضلعی ۲nيک برای را مسئله

است. مهم مسئله سوم قسمت در استقرا از استفـاده

از موازی ضلع دو که کنيد فرض بگيريد. نظر در را لوزی�بندی اين از دل�خواه لوزی يک و P از دل�خواه لوزی�بندی� يک .۱
x محور موازی ضلع دو که لوزی�هايی با پايين و بالا از را لوزی اين می�توان صورت اين در باشند. موازی x محور با لوزی اين
لوزی�های رأس�های که فرض اين به توجه با کنيم. برخورد P اضلاع از يک به سمت دو هر از نهايت در تا داد ادامه دارند،
با مساوی و موازی لوزی ضلع هر که می�گيريم نتيجه باشند، P اضلاع از درونی نقطه�ی هيچ شامل نمی�توانند لوزی�بندی

است. P اضلاع از يکی

اضلاع با لوزی�هايی از مسيرهايی می�توان بالا استدلال به شبيه بگيريم، نظر در را a′ و a مانند P از موازی ضلع دو اگر حال
لوزی يک توسط تنها را مسير اين در لوزی� هر که آن�جا از علاوه به کنند. متصل هم به را آن�ها که يافت ضلع دو اين موازی
بود. خواهد روبه�رو اضلاع از مسير دو تقـاطع محل لوزی هر پس دارد. وجود a′ و a مابين يگانه مسيری داد، ادامه می�توان
مسيرها اين تعداد که می�دانيم است. رنگ صورتی و سبزرنگ مسير تقـاطع محل آبی�رنگ لوزی زير شکل در مثال برای

دارد. وجود لوزی�بندی در لوزی (n۲) بنابراين و است nتا برابر

است. ساده دوگونه�شماری يک نتيجه�ی يال�ها تعداد محاسبه�ی
نمايان�گر E که است ۲n+ ۲E برابر ديگر سوی از و ۴(n۲) برابر تعداد اين سو يک از بشماريم، را لوزی�ها اضلاع همه�ی اگر

پس است. لوزی�ها درونی اضلاع تعداد

اضلاع کل تعداد = E + ۲n = n+ ۲
(
n
۲
)
= n+ (n۲ − n) = n۲
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داريم: مسطح گراف�های مورد در فرمول به توجه با هم رأس�ها تعداد برای

ناحيه�ها تعداد − يال�ها تعداد + رأس�ها تعداد = ۲

))يعنی
n
۲
)
+ ۱

)
− n۲+ رأس�ها تعداد = ۲ ⇒ رأس�ها =تعداد (

n+۱
۲
)
+ ۱

می�دهد. نمايش را ادعا اين نقض مثال زير شکل نيست. درست گزاره اين .۲

۲n)-ضلعی�ها − ۲) برای حکم کنيد فرض است. واضح حکم n = ۲ برای می�کنيم. ثابت را مسئله n روی استقرا با .۳
که مسيری هرگاه می�ناميم استاندارد را P از لوزی�بندی يک کنيد. نام�گذاری e۱, . . . , e۲n با را P اضلاع باشد. درست
شده رسم استاندارد لوزی�بندی يک زير شکل در باشد. e۲, . . . , en اضلاع به مجاور می�کند وصل هم به را en+۱ و e۱ اضلاع

کرده�ايم. شماره�گذاری ساعت�گرد جهت در و بالايی ضلع از شروع با را اضلاع جا اين در است.

لوزی�بندی يک به را دل�خواه لوزی�بندی هر می�توان سؤال صورت در بيان�شده حرکت� با که می�دهيم نشان ادامه در
لوزی�بندی دو به را دو هر می�توانيم باشيم، داشته دل�خواه لوزی�بندی دو اگر صورت، اين در کرد. تبديل استاندارد
تا می�کنيم حذف را است) مشترک لوزی�بندی دو هر در (که en+۱ و e۱ ضلع دو بين مسير سپس کنيم. تبديل استاندارد
نتيجه P ′ برای استقرا فرض از سپس مساوی�اند. و موازی روبه�رويش اضلاع که شود ايجاد P ′ محدب −۲n)-ضلعی يک(۲

است). برگشت�پذير مذکور حرکت که کنيد (توجه کرد تبديل هم به را لوزی�بندی دو می�توان که می�شود
e۲, . . . , en اضلاع تمام به مجاور C اگر بناميد. C را en+۱ و e۱ اضلاع بين مسير و بگيريد نظر در دل�خواه لوزی�بندی يک
تعداد که رسيد خواهيم ديگری لوزی�بندی به مذکور اعمال با ادامه در صورت، اين غير در نداريم. اثبات برای چيزی باشد

می�شود. ثابت ادعا عمل اين تکرار با شود. کم�تر (e۲, . . . , en اضلاع و C (بين C راست سمت لوزی�های
بعدی ضلع اولين کنيد فرض نباشد. ei ضلع به مجاور و ۲ ≤ i ≤ n که باشد e۱, . . . , ei−۱ اضلاع به مجاور C کنيد فرض
لوزی�بندی که می�شود محدود Q j)۲-ضلعی − i+ ۱) يک C و ej تا ei اضلاع به .(j ≤ n) باشد ej+۱ ضلع C به مجاور
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کافی دارد). مشترک رأس ام ei با e′i) بناميد e′i, . . . , e′j به�ترتيب را Q ديگر اضلاع نيست). محدب لزوماً (اما است شده
رأس اين صورت اين در است. Q در لوزی يک به مجاور تنها است e′j و e′i اضلاع بين که Q رئوس از يکی کنيم ثابت است
سمت لوزی��های تعداد حاصل لوزی�بندی در کنيم، اعمال رأس اين روی را مذکور عمل اگر و است P در لوزی سه با مجاور

المطلوب. هو و می�شود کم�تر C راست
يکی با مساوی و موازی e′i, . . . , e′j از يک هر که می�گيريم نتيجه است، متقـاطع C با ek هر شامل مسير که اين به توجه با
egk با موازی e′k و باشد efk با موازی Mk ديگر ضلع کنيد فرض بناميد. Mk را Q در e′k شامل لوزی است. ei, . . . , ej از
پس می�شود. پيدا مطلوب رأس fk = gk+۱ باشيم داشته k يک ازای به اگر .k هر برای fk ̸= gk که کنيد توجه باشد.
ei يا و می�افتد Q از خارج يا Mi صورت اين درغير زيرا باشد، gi از کم�تر بايد fi که کنيد توجه نيست. طور اين کنيد فرض
fk < gk کنيد فرض حال باشد). پايين به Mkرو ديگر ضلع که است معنی اين به fk < gk کلی، حالت (در می�کند قطع را
فرض از و gk+۱ ≥ fk می�گيريم نتيجه است، Mk خارج e′k+۱ ضلع که اين به توجه با .(k = i از شروع با k روی (استقرا
يا و می�افتد Q از خارج يا Mk+۱ وگرنه fk+۱ < gk+۱ باشيم داشته بايد هم�چنين .gk+۱ > fk می�آوريم دست به خلف
نتيجه�ی و Mk = Mk+۱ بود ممکن صورت اين درغير کرده�ايم، استفـاده fk ̸= gk+۱ که اين از (اين�جا می�کند قطع را Mk

را ضلعی حال .gk+۱ > fk و fk < gk داريم k هر برای می�گيريم نتيجه و می�شود کامل استقرا حال نباشد). برقرار مذکور
است. متناقض gk+۱ > fk با اين و fk ≥ i داريم اما .gk+۱ = i نتيجه در باشد. ei موازی e′k+۱ که بگيريد نظر در

e′i, . . . , e
′
j بين رأس يک بنابراين .fk = gk+۱ که می�شود يافت ای k گرفتيم نتيجه قبل پاراگراف در مرور، عنوان به

لوزی�های تعداد رأس اين روی مذکور عمل اعمال با گفتيم، که همان�طور است. Q در لوزی يک به مجاور تنها که يافته�ايم
e۲, . . . , en ضلع�های به مجاور که می�شود تبديل مسيری به C فرآيند اين کل تکرار با پس می�شود. کم�تر C راست سمت

می�شود. ثابت مسئله گفتيم که همان�طور و شده�است تبديل استاندارد لوزی�بندی يک به لوزی�بندی پس است.

بايد که چرا دارد، لوزی n− ۱ می�کند متصل هم به را P پايينی و بالايی ضلع که مسيری سؤال اول قسمت به توجه با .۴
لوزی�ها اين گرفتن قرار ترتيب حال باشد. موجود آن در P اضلاع از ديگری راستای هر موازی ضلع با با لوزی يک دقيقـاً
را x محور موازی ضلع دو مسير که کرده�ايم (فرض لوزی پايين�ترين دوم راستای برای واقع در باشد، شکلی هر به می�تواند
مسير اين برای حالت (n− ۱)! بنابراين داريم. و... انتخاب n− ۲ بعدی لوزی برای −nانتخاب، ۱ است.) کرده متصل هم
(در می�رسيم ۲n)ضلعی − ۲) يک به آن حذف از حاصل چندضلعی دو مناسب انتقـال و مسير اين حذف با دارد. وجود
است. شده لوزی�بندی که هستيم) روبه�رو −۲n)ضلعی ۲) يک با باز هم نشود قسمت دو P مسير اين حذف با که صورتی

دهيم: نمايش f(n) با را ۲nضلعی لوزی�بندی روش�های تعداد اگر پس
f(n) ≤ (n− ۱)!f(n− ۱)

نتيجه: در
f(n) ≤ (n− ۱)!× (n− ۲)!× · · · × ۱! =

n−۱∏
k=۱

kn−k

کنيم. ثابت را مسئله صورت در خواسته�شده پايين کران می�کنيم سعی ادامه در
مقـابل ضلع دو بدهند، شکسته خطی تشکيل که است لوزی�ها اضلاع از مجموعه�ای «نيمه��مسير» يک از منظورمان اين�جا در
راستا آن با موازی لوزی�ها از ضلع يک دقيقـاً چندضلعی اضلاع از راستا هر برای ضمناً و کنند متصل هم به را چندضلعی

باشد. شده انتخاب
اضلاع با طول هم برداری با را قسمت�ها از يکی و بکنيم قسمت دو آن نيمه�مسير يک روی از را ۲n)ضلعی − ۲) يک اگر
را آن انتقـال و نيمه�مسير بين خالی فضای سپس و دهيم انتقـال نيست آن اضلاع از هيچ�کدام با موازی که −۲n)ضلعی ۲)

پس رسيد. خواهيم ۲nضلعی از لوزی�بندی يک به صورت اين در کنيم، پر لوزی�هايی با
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(
−۲n)ضلعی ۲) در نيمه�مسيرها تعداد

)
×f(n− ۱) ≤ f(n)

که داد نشان سادگی به می�توان استقرا کمک به ديگر سوی از

k+
(
k)۲ضلعی − ۱) در نيمه�مسيرها

)
≤ ۲kضلعی در نيمه�مسيرها

ثابت شد بيان بالا در که رابطه�ای کمک به مسئله حکم لذا و است ۱+ (
k
۲
) حداقـل ۲kضلعی در نيمه�مسيرها تعداد پس

می�گردد.
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کذايی! چندضلعی .۵ شماره سؤال
می�کنيم: قرارداد را زير نام�گذاری�های ابتدا

x محور راستای در اضلاع تعداد A

y محور راستای در اضلاع تعداد B

z محور راستای در اضلاع تعداد C

yz صفحه�ی موازی زوايای تعداد X

zx صفحه�ی موازی زوايای تعداد Y

xy صفحه�ی موازی زوايای تعداد Z

xy صفحه�ی موازی يا که می�دهند تشکيل زاويه دو ضلع اين رأس دو بگيريد. نظر در x محور راستای در ضلع يک الف.
راستای در يکضلع و دارد y محور راستای در يکضلع xy صفحه موازی زاويه هر هم�چنين .xz صفحه�ی موازی يا هستند

هستند. برقرار احکام اين ديگر راستاهای زوايای برای مشابه طور به .x محور
داريم: يعنی .x محور راستای در اضلاع تعداد برابر دو با برابرست xz و xy صفحه�های موازی زوايای تعداد مجموع پس

Y + Z = ۲A

مشابه: طور به و
X + Z = ۲B, X + Y = ۲C

ثابت قسمت اين حکم بنابراين و دارند يک�سانی زوجيت Z و Y ،X عدد سه هر که می�شود نتيجه معادله سه اين از که
می�شود.

داشته می�تواند شکل دو تنها نيستند هم�صفحه رئوسش همه�ی که شبکه�ای ضلعی ۶ يک (الف) قسمت به توجه با ب.
باشد.

باشد. داشته زاويه دو مختصاتی صفحه�ی سه از يک هر موازی •

باشد. نداشته زاويه�ای سوم صفحه�ی موازی و زاويه ۲ ديگری موازی زاويه، ۴ مختصاتی صفحه�های از يکی موازی •

عمود خطی مستطيل هر مرکز از کنيد. تفکيک مشترکند ضلع يک در که مستطيل دو به را چندضلعی اول حالت در
دو هر صفحه�ی به آن�ها مشترک ضلع وسط و مستطيل دو مرکز از گذرنده صفحه�ی کنيد. رسم آن از گذرا صفحه�ی بر
قطع را يک�ديگر درنتيجه و دارند قرار صفحه اين روی مستطيل�ها مرکز از گذرا عمود خط دو پس است. عمود مستطيل

است. فـاصله يک به شبکه�ای ۶ضلعی رئوس همه�ی از آن�ها تقـاطع محل می�کنند.
۲ برابر محور يک راستای در اضلاع تعداد برابر دو (الف)، قسمت معادلات طبق نيست. امکان�پذير دوم حالت می�کنيم ثابت
۶ضلعی اضلاع روی اگر باشد. x محور محور، اين کنيد فرض داريم. ضلع يک فقط محور يک راستای در يعنی شد. خواهد
تغيير ديگر مقدار اين و می�يابد کاهش يا افزايش x مختصه�ی مقدار x محور راستای ضلع از عبور با کنيم حرکت به شروع

نمی�رسيم. ابتدايی رأس به وقت هيچ نتيجه در نداريم، راستا اين در ديگری ضلع زيرا نمی�کند
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دارد. وجود چندضلعی�ای چنين بله؛ پ.
می�کنيم: تعريف زير صورت به را چندضلعی اين رئوس دهيم. نمايش A۱, A۲, . . . , A۲۰۱۴ با را آن رئوس کنيد فرض

An =



(k, k, ۰) n = ۲k + ۱, ۱ ≤ n ≤ ۱۰۰۷
(k, k − ۱, ۰) n = ۲k, ۱ ≤ n ≤ ۱۰۰۷
(۵۰۳− k, ۵۰۳− k, ۱) n = ۱۰۰۷+ ۲k + ۱, ۱۰۰۸ ≤ n ≤ ۲۰۱۴
(۵۰۳− k, ۵۰۳− k + ۱, ۱) n = ۱۰۰۷+ ۲k, ۱۰۰۸ ≤ n ≤ ۲۰۱۴

دهيم نشان است (کافی می�گذرد چندضلعی اضلاع همه�ی وسط از ۲x− ۲y+ ۲z = ۱ صفحه�ی که ديد راحتی به می�توان
است). منفی آن ديگر سر در و مثبت آن سر يک در ۲x− ۲y + ۲z − ۱ مقدار ضلع هر برای

هستند. مثلث يک اضلاع مختلف راستاهای در زاويه�ها تعداد می�کنيم ثابت (الف) قسمت معادلات از استفـاده با ابتدا ت.
X + Y + ۲Z = ۲A+ ۲B

پس:
۲C + ۲Z = ۲A+ ۲B,C + Z = A+B

نتيجه: در و
C < A+B

است. برقرار هم ديگر راستاهای مورد در نکته همين به شبيه و
می�دانيم باشد. مثلث ضلع بزرگ�ترين a که کرد فرض می�توان مسئله کليت از کم�شدن بدون قسمت، اين عکس مورد در

.n = b+c−a
۲ می�کنيم تعريف و b+ c > a

محور موازی ميان در يکی اضلاع که صورت اين به می�کشيم y و x محورهای راستای در ضلع b+a−c
۲ ،xy صفحه�ی روی

(اگر می�کشيم z و x محور راستای در اضلاع از تا c+a−b
۲ اندازه�ی به ،xz موازی صفحه�ی روی سپس باشند. y محور و x
می�کنيم.) انتخاب ضلع هر از c+a−b

۲ اندازه�ی به بود، فرد a+ b+ c

دو صفحه، اين توسط و می�کنيم رسم ضلع هر از nتا ميان در يکی می�مانند. باقی� z و y ضلع�های از nتا فقط اين�جا در
می�کنيم. متصل هم به را ديگر صفحه�ی
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تابع! يک از جمله�ای چند .۶ شماره سؤال
(برای می�کند تعريف f برد به f برد از پوشا تابع يک p چندجمله�ای وضعيتی چنين در که می�دهيم نشان هرچيز از قبل

می�دهيم). نمايش R(f) با را f برد نمادگذاری راحتی
داريم: باشد، y ∈ R(f) اگر

y ∈ R(f) ⇒ ∃x ∈ R; f(x۰) = y ⇒ p(y) = p(f(x۰)) = f(p(x۰)) ⇒ p(y) ∈ R(f)

عنصر y ∈ R(f) کنيد فرض است، پوشا تابع اين دهيم نشان اين برای می�کند. تعريف خودش به R(f) از تابعی p پس
کل روی فرد درجه چندجمله�ای هر که کنيد دقت حال .f(x۰) = y که هست x۰ ∈ R صورت اين در باشد. دل�خواهی
مقدار هر از بزرگ منفی مقـادير برای و بزرگ�تر مقداری هر از مثبت بزرگ مقـادير برای (مقدارش است پوشا حقيقی اعداد

نتيجه: در .p(z) = x۰ که يافت z ∈ R می�توان پس بود). خواهد پوشا پيوستگی به توجه با و می�شود کوچک�تر
y = f(x۰) = f(p(z)) = p(f(z))

می�شود. تمام ما استدلال بنابراين و می�شود تصوير y به p تحت R(f) در f(z) عنصر پس

p(x)− x چندجمله�ی است بيش�تر يک از p درجه�ی که اين به توجه با باشد. نامتناهی مجموعه�ای f برد کنيد فرض .۱
که يافت N > ۰ می�توان يعنی نمی�دهد، علامت تغيير بعد به جايی از

x > N ⇒ p(x) > x, x < −N ⇒ p(x) < x

گونه�ای به را x۰, y۰ ∈ R(f) صورت اين در باشد. منفی عدد بی�نهايت و مثبت عدد بی�نهايت شامل f برد کنيد فرض
p تحت R(f) از عنصری تصوير بايد R(f) ∩ [y۰, x۰] عناصر تمام کنيد دقت .y۰ < −N < N < x۰ که می�کنيم انتخاب
حالت در و بزرگ�تر خودش از آن تصوير اول حالت در زيرا باشد، y۰ از کم�تر يا و x۰ از بزرگ�تر نمی�تواند عنصر اين اما باشند.
هستند. pتحت مجموعه اين خود تصوير همگی R(f)∩ [y۰, x۰] عناصر پس بود. خواهد کوچک�تر خودش از آن تصوير دوم
مجموعه اين که اين به توجه با پس می�گيرد. قرار مجموعه اين از خارج در هم y۰ و x۰ خود تصوير که کنيد توجه حال
عنصرهای روی p تابع اعمال با که دارد وجود آن از عنصری لزوماً است)، متناهی بازه اين صحيح (اعداد است متناهی
f برد که حالت�هايی می�توان بالا استدلال در جزئی تغييری با دارد. تناقض بودن پوشا با اين که نمی�شود پوشيده R(f)

کرد. رد هم را می�شود شامل� را منفی عدد متناهی يا مثبت عدد متناهی تنها

يک حداقـل پس دارد. خواص همين هم p(x) − x است، يک از بيش�تر درجه�ی با فرد درجه چندجمله�ای p چون .۲
x مقـادير برای صورت اين در ندارد. x۰ جز به جوابی p(x) = x کنيد فرض می�ناميم. x۰ را آن که دارد حقيقی ريشه�ی
از ريشه�ای a اگر که کنيد توجه ديگر سوی از بود. خواهد p(x) < x ،x۰ از کم�تر مقـادير برای و p(x) > x ،x۰ از بيش�تر
فرض طبق x۰ چون حال است. معادله اين از ريشه�ای هم f(a) يعنی اين و p(f(a)) = f(p(a)) = f(a) باشد، p(x) = x

f برد اعضای x−m < · · · < x−۱ < x۰ < x۱ < · · · < xn کنيد فرض .f(x۰) = x۰ �می�گيريم نتيجه است، ريشه� تنها ما
تناقض هستند، f برد در مجدداً pتحت f برد اعضای تصوير که موضوع اين با اين و p(xn) > xn باشد، n > ۰ اگر باشند.
f برد بنابراين و m = n = ۰ پس است. تناقض مجدداً اين و p(x−m) < x−m باشد، m > ۰ اگر ترتيب همين به دارد.

نيست. چنين که بود شده فرض سؤال صورت در که است عضوی تک

می�توان درون�يابی کمک به صورت اين در باشند. دل�خواه متمايز صحيح عدد m+ ۱ = n ،z, y۱, . . . , ym کنيد فرض .۳
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که يافت حقيقی ضرايب با چندجمله�ای
p(z) = z, p(y۱) = y۲, p(y۲) = y۳, . . . , p(ym) = ym+۱

می�گيريم.) نظر در m پيمانه�ی به را yiها (انديس�
کرد فرض می�توان xk(x − z)(x − y۱) · · · (x − ym) با درون�يابی از حاصل چندجمله�ای کردن جمع با لزوم صورت در
تعريف زير صورت را f تابع x حقيقی عدد هر برای حال است. فرد درجه�ی از و تکين بالا خاصيت با p چندجمله�ای

می�کنيم:

f تابع ترکيب بار k (منظور pk(x) = yi که يافت k نامنفی صحيح عدد بتوان x حقيقی عدد برای اگر اول. حالت •
پيمانه�ی به (انديس�ها می�کنيم تعريف yi−k برابر را f(x) ،۱ ≤ i ≤ m يک برای می�شود) فرض f ۰(x) = x و است
pk(x) که باشد نامنفی صحيح عدد کوچک�ترين k اگر که چرا ندارد، ابهامی تعريف اين که کنيد توجه هستند). m

(i + s) − (k + s) = i − k چون و pk+s(x) = yi+s نامنفی صحيح s هر برای باشد، yj مثلاً yiها از يکی برابر
(.f(yi) = yi تعريف اين با خاص صورت (به کنيم. استفـاده f تعريف برای يک کدام از که نمی�کند فرقی است،

می�کنيم. تعريف z را f(x) نشود، yiها برابر pk(x)ها از يک هيچ� x حقيقی عدد برای اگر دوم. حالت •

دارد. را مسئله خاصيت تعريف نحوه�ی اين که می�کنيم ادعا

حال .yj−k = yi و pk(x) = yj که دارد وجود ۱ ≤ j ≤ m و k نامنفی صحيح عدد يعنی ،f(x) = yi اگر •
.f(p(x)) = yj+۱−k = yi+۱ = p(yi) = p(f(x)) پس pk(p(x)) = p(yj) = yj+۱

برابر هيچ�گاه هم pk(p(x))ها = pk+۱(x)پس نمی�شوند، yiها برابر هيچ�گاه pk(x)ها يعنی باشد، f(x) = z هم اگر •
.f(p(x)) = z = p(z) = p(f(x)) بنابراين و بود نخواهند yiها

می�رسد. پايان به کار ترتيب اين به
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ماشين! تعمير .۷ شماره سؤال
قرارداد: چند ابتدا

می�گوييم. «هم�رنگ» را يک�سان خروجی با وضعيت دو و می�کنيم تعبير آن رنگ به را وضعيت هر خروجی اولاً
.I = {a, b, c, . . . } می�کنيم: استفـاده خاصی فونت از ورودی حروف نمايش برای ثانياً

s وضعيت از w کلمه�ی کردن وارد از پس که وضعيتی و می�گوييم کلمه يک را (I (اعضای ورودی حروف از دنباله يک ثالثاً
.sw = t(t(s, a), b) ،w = ab اگر و sa = t(s, a) مثلاً می�دهيم. نشان sw با را می�رسيم آن به

ثابت n − p روی استقرا با را حکم است. نامنفی عددی n − p پوشاست، o : S → C تابع فرض بنابر که آنجايی از .۱
و دارد وجود خروجی و وضعيت�ها بين تناظر يک حالت اين در چون است، واضح n− p = ۰ يعنی استقرا، پايه�ی می�کنيم.

داد. تشخيص خروجی مشاهده�ی با را ماشين وضعيت می�توان حرفی، هيچ کردن وارد بدون نتيجه در
داريم: احتياج زير لم به استقرا، گام اثبات برای

نباشند. هم�رنگ ta و sa که دارد وجود I از a مانند عضوی و t و s هم�رنگ وضعيت دو باشد، p از بيش�تر n اگر لم.

دارد. وجود t̃ و s̃ مانند متفـاوت هم�رنگ وضعيت دو است، کم�تر وضعيت�ها تعداد از رنگ�ها تعداد اينکه به توجه با اثبات.
اين با کلمه�ی کوتاهترين را w کند. تفکيک هم از خروجی نظر از را t̃ و s̃ که می�شود يافت کلمه�ای مسأله، فرض بنابر
است، يک�سان دستگاه خروجی ،w از کوچک�تر کلمه�ی هر کردن وارد و t̃ و s̃ از شروع با بنابراين بگيريد. نظر در خاصيت
و است متغير يک a) .w = w̃a يعنی باشد، a برابر w حرف آخرين کنيد فرض حال است. متفـاوت t̃w و s̃w خروجی ولی
هستند هم�رنگ t و s ،t = t̃w̃ و s = s̃w̃ دهيم قرار اگر پس کنيد!) توجه ابتدا در قراردادمان به ،I از خاص عضو يک نه

نيستند. هم�رنگ ta = t̃w و sa = s̃w ولی

لم بنابر است. صادق n − p کم�تر مقدار با ماشين�های همه�ی برای حکم و n − p > ۰ کنيد فرض استقرا ادامه�ی در
همان با را M̃ ماشين نباشند. هم�رنگ ta و sa که دارد وجود a حرف و (c۱ رنگ به (مثلاً t و s هم�رنگ وضعيت دو
خواهد که صورتی به - آن خروجی�های فقط که بگيريد نظر در وضعيت تغيير قـاعده�ی و I ورودی�های ،M وضعيت�های
دل�خواه وضعيت خروجی بگيريد. نظر در (M خروجی�های (مجموعه�ی C از بيرون c′′ و c′ عضو دو است. يافته تغيير - آمد
باشد، c۱ ،M در آن خروجی اگر و بگيريد M در u خروجی باشد، داشته c۱ از غير رنگی M در که صورتی در را M̃ در u

n با ماشين يک M̃ تعريف، اين با کنيد. تعريف c′′ اين�صورت غير در و c′ باشد، sa برابر M در ua رنگ اينکه به بسته
است. صادق آن برای حکم استقرا فرض بنابر که است خروجی p+ ۱ و وضعيت

vw و uw خروجی که دارد وجود n− p− ۱ حداکثر طول به w کلمه�ی می�دانيم بگيريد. نظر در را v و u وضعيت دو حال
متفـاوت هم M در آنها خروجی وضوح به باشند، c′′ و c′ از غير رنگی به vw يا و uw از يکی اگر نباشد. يک�سان M̃ در
رنگ ،M̃ در رنگ�ها تعريف به توجه با است. c′′ رنگ به vw و c′ رنگ به uw کرد فرض می�توان اين�صورت غير در است.
طول که wa يا و w کلمات از يکی صورت هر در پس نيست. يک�سان sa رنگ با vwa رنگ و است يک�سان sa با uwa

می�گيرند. v و u از متفـاوتی خروجی دارند، n− p حداکثر

(يعنی وضعيت�ها کل مجموعه�ی از S۱ عضوی n۱ زيرمجموعه�ی يک در ماشين کنونی وضعيت که بدانيم کنيد فرض .۲
کلمه�ای قبل، قسمت بنابر است. t و s مانند عضو دو شامل S۱ باشد، ۱ از بيش�تر n۱ اگر اين�صورت در دارد. قرار (S
از شروع با w کردن وارد از پس دستگاه خروجی پس باشند. ناهم�رنگ tw و sw که دارد وجود n حداکثر طول با w مانند
خروجی و کنيم وارد را w است، S۱ � در وضعيت اينکه دانستن با کنيد فرض حال نيست. يک�سان S۱ وضعيت�های همه�ی
مانند اکيد زيرمجموعه�ای می�دهند، را c رنگ w کردن وارد از پس که S۱ وضعيت�های تمامی باشد. c رنگ به مثلاً نهايی
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Tw = {(t۱)w, . . . , (tk)w}وضعيت�های از يکی w کردن وارد از پس دستگاه پسوضعيت هستند، S۱ از T = {t۱, . . . , tk}

دارد. عضو S۱ از کم�تری تعداد که است
وضعيت يک به نامشخصی وضعيت هر از را ماشين که کرد ارائه n۲ حداکثر طول به دستورالعمل يک می�توان ايده اين با
برای که احتمالاتی تعداد می�توان ،n حداکثر طول به کلمه يک کردن وارد با مرحله هر در که ترتيب اين به برساند، معلوم

کرد. مشخص را ماشين وضعيت نهايتاً و کرد کم�تر دارد وجود ماشين کنونی وضعيت
کرد. استفـاده بالا ايده�ی با مشابه کاملاً اثباتی و زير لم از می�توان n۲

۲ کران اثبات برای
max(n − n۱ − حداکثر طول با کلمه�ای اين�صورت در باشد. وضعيت�ها از عضوی n۱ زيرمجموعه�ای S۱ کنيد فرض لم.

نيست. يک�سان آن، کردن وارد از بعد S۱ اعضای خروجی که دارد وجود p+ ۲, ۰)

روی قبل قسمت مانند لم، کلی حالت اثبات برای است. سؤال اول قسمت همان بالا لم در n۱ = ۲ خاص حالت اثبات.
می�افتد. اتفـاقی چه ،n۱ ≥ n− p+ ۲ اگر که کنيد بررسی و بزنيد استقرا n− p
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هيچ! ديگر و Kn .۸ شماره سؤال
است. شده نوشته xn تا x۱ راست به چپ از ترتيب به آن خانه�های در که نظربگيريد در ×۱ای n جدول

نسبت صورت اين به را xiها از چندجمله�ای يک ،۱× ۲ و ۱× کاشی�های۱ با ۱×n جدول اين از کاشی�کاری هر به ما حال
مربوط خانه�ی متغير تنها ۱× ۱ کاشی�های برای و آن خانه�های متغيرهای مربع جمع ۱× ۲ کاشی هر برای که می�دهيم
چندجمله�ای تا می�کنيم ضرب هم در را مختلف کاشی�های به مربوط چندجمله�ای�های سپس می�گيريم. نظر در را آن به

دارد. وجود کاشی�کاری برای زير روش پنج ۱× ۴ جدول يک در مثال برای بيايد. دست به کاشی�کاری آن به مربوط

اين به x۱x۲x۳x۴ و x۱(x۲۲ + x۲۳)x۴ ،x۱x۲(x۲۳ + x۲۴) ،(x۲۱ + x۲۲)x۳x۴ ،(x۲۱ + x۲۲)(x
۲
۳ + x۲۴) چندجمله�ای�های ترتيب به که

را می�آيد دست به روش اين به که ۱× n جدول کاشی�کاری به مربوط چندجمله�ای می�شود. داده نسبت کاشی�کاری پنج
می�ناميم. Pn

مقـادير برای پس .P۱(x۱) = x۱ و P۰ = ۱ نتيجه در و داريم کاشی�کاری برای روش يک تنها n = ۰, ۱ وقتی که کنيد دقت
که کنيد دقت می�کنند. صدق بازگشتی رابطه�ی يک در Ki و Pi که می�کنيم ادعا حال هستند. يک�سان Ki و Pi اوليه
چندجمله�ای�های همه�ی در xn جمله�ی باشد، کاشی يک تنهايی به آخر خانه�ی nخانه�ای، جدول کاشی�کاری يک در اگر
x۲n−۱ + x۲n جمله�ی بگيرد، قرار ۱ × ۲ کاشی يک در خانه اين اگر و می�شود ضرب nتايی − ۱ کاشی�کاری�های به مربوط
Pn = يعنی می�شود. ضرب nتايی − ۲ جدول کاشی�کاری�های به مربوط چندجمله�هايی همه�ی در کاشی اين برای

هستند. برابر هميشه هم با Qn و Pn پس .xnPn−۱ + (x۲n + x۲n−۱)Pn−۲

که می�رساند، جديد کاشی�کاری به را ما جدول تقـارن محور به نسبت کاشی�کاری هر قرينه�کردن که کنيد دقت اما
دست به اوليه کاشی�کاری چندجمله�ای در xn−i با xi کردن جابه�جا از جديد کاشی�کاری آن� به مربوط چندجمله�ای
چندجمله�ای بايد بنابراين و نمی�دهد تغيير را کاشی�کاری�ها همه�ی مجموعه�ی کردن قرينه اين با که کنيد دقت اما می�آيد.

می�رسد. اثبات به مسئله حکم بنابراين و باشد يک�سان Pn(xn, . . . , x۲, x۱) با Pn(x۱, x۲, . . . , xn)
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