
اول مرحلهٔ آزمون حل های راه و سؤالات
کشور رياضی المپياد سومين و سی

پايه های دانش آموزان از نفر ۱۷۶۲۷ شرکت با و ۱۳۹۳ بهمن ۳۰ تاريخ در کشور رياضی المپياد سومين و سی اول مرحله آزمون
آزمون اين تشريحی پاسخ های و سؤالات مجموعه ی رو پيش دفترچه ی گرديد. برگزار کشور سراسر در دبيرستان سوم و دوم اول،

می گردد. منتشر و تهيه ايران رياضی المپياد وب گاه توسط که است

دقيقه ۲۱۰ زمان:
۳۰ سؤالات: تعداد
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تک سرنشين آن ها همهٔ که کرده اند عبور عوارضی از خودرو ۲۳۷۰ صبح ۱۰ تا صبح ۸ ساعت از زنجان-تبريز آزادراه در .۱
خودروی هر می دانيم کرده اند. مصرف مسير در بنزين ليتر ۱۸۳۲۰ مجموع در خودروها اين بوده اند. سرنشين دو يا
خودروهای کل تعداد است. کرده مصرف مسير اين در بنزين ليتر ۸ دوسرنشين، خودروی هر و ليتر ۷ تک سرنشين،

تاست؟ چند تک سرنشين

۱۱۸۵ (۵ ۱۰۵۰ (۴ ۶۴۰ (۳ ۴۸۰ (۲ ۳۲۰ (۱

حل: راه

است. صحيح (۳) گزينه ی

داشت: خواهيم صورت اين در دهيم نشان y و x با ترتيب به را سرنشين دو و سرنشين تک خودروهای تعداد کنيد فرض
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

x + y = ۲۳۷۰
۷x + ۸y = ۱۸۳۲۰

⇒ ۷x + ۸(۲۳۷۰ − x) = ۱۸۳۲۰⇒ ۱۸۹۶۰ − x = ۱۳۳۲۰⇒ x = ۶۴۰

X که گرفته اند قرار طوری AC پاره خط روی Y و X نقـاط ،AB = AC آن در که ABC متساوی الساقين مثلث در .۲
است؟ درجه BAC∠چند زاويهٔ ،∠Y BC = ۱۰○ اگر .BY = AX = BX علاوه به و دارد قرار Y و A بين

۱۸۵
۴ (۵ ۴۱ (۴ ۴۰ (۳ ۳۸ (۲ ۹۵

۳ (۱

حل: راه

است. صحيح (۳) گزينه ی

طرفی از شود می ∠ABX = α زاويه ی پس AX = BX می دانيم . ∠BAX = α کنيد فرض زير شکل همانند
∠BXC = ۲α پس است ABX مثلث خارجی زاويه ی BXC زاويه ی

BY∠است. A = ۲α زاويه ی پس BX = BY می دانيم مسئله فرض طبق

می دانيم: ABC مثلث در

∠BAX = α,AB = AC ⇒∠ACB =∠ABC = ۹۰○ − α

۲

داشت: خواهيم پس است خارجی زاويه ی BY A زاويه ی BY C مثلث در

∠Y BC +∠Y CB =∠BY A⇒ ۱۰○ =∠Y BC = ۲α − (۹۰○ − α

۲ )⇒ α = ۴۰○
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۱ شکل

است؟ چقدر xy مقدار .۳−y = ۲ و ۲x+۱ = ۱۸ که هستند حقيقی عدد دو y و x .۳
۱
۲ (۵ − ۱

۲ (۴ ۲ (۳ −۱ (۲ −۲ (۱

حل: راه

است. صحيح (۱) گزينه ی

پس ،۲x = ۹ که می گيريم نتيجه ،۲x+۱ = ۱۸ چون

۲x = ۹⇒ ۲xy = ۹y = (۳y)۲ = ۱
۴ = ۲−۲⇒ xy = −۲

کرد. ارائه مسئله برای مشابهی راه حل بالا رابطه ی دو از گرفتن لگاريتم با می توان

باشد؟ کامل مربع aaa
⋅ ⋅
⋅a

²
بار a

که دارد وجود a مثل ۱۳۹۳ از کوچک تر طبيعی عدد چند .۴

۷۳۴ (۵ ۷۳۳ (۴ ۷۱۵ (۳ ۶۹۶ (۲ ۳۷ (۱

حل: راه

است. صحيح (۳) گزينه ی

می گيريم. نظر در حالت دو

زوج. عددی توان به a با است برابر زيرا است کامل مربع حتماً مذکور عدد حالت، اين در است. زوج عددی a :(۱) حالت
.۶۹۶ با است برابر ۱۳۹۳ از کوچک تر زوج اعداد تعداد

www.mathysc.com ۳۷ از ۳ صفحهٔ



اول مرحلهٔ آزمون حل های راه و سؤالات
کشور رياضی المپياد سومين و سی

مربع صورتی در تنها پس فرد، عددی توان به a با است برابر مذکور عدد حالت، اين در است. فرد عددی a :(۲) حالت
.۱۹ با است برابر ۱۳۹۳ از کوچک تر کامل مربع فرد اعداد تعداد باشد. کامل مربع a خودِ که است کامل

.۷۱۵ = ۶۹۶ + ۱۹ با است برابر نظر، مورد خاصيت با های a تعداد بنابراين

،x حقيقی عدد هر برای که است صعودی تابعی g ∶ R → R می بينيد. پايين در را f ∶ R → R تابع نمودار .۵
است؟ کدام g(۲) مقدار حداکثر .g(x) ≤ f(x)

۰ (۱
۱ (۲
۲ (۳
۳ (۴
۴ (۵

حل: راه

است. صحيح (۳) گزينه ی

که کنيد دقت اما .f(x) ≥ g(۲) بنابراين و g(x) ≥ g(۲) بايد ،x ≥ ۲ هر برای ،g تابع بودن صعودی به توجه با
موضوع اين می باشد. ۲ برابر f(x) مقدار که است x = ۵ به مربوط مساوی يا بيش تر xهای برای f مقدار کم ترين
را مسئله شرط های همه ی هم زير صعودی تابع وضوح به ضمناً است. ۲ برابر g(۲) مقدار حداکثر که می دهد نتيجه

می کند: برآورده

g(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

۰ x < ۲
۲ ۲ ≤ x ≤ ۵
f(x) ۵ ≤ x
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در  تاجری می شود. زياد نی طول افزايش با نی ها قيمت نيستان شهر در
به ليوان ها شکرستان در دارد. را نيستان از نی کردن وارد قصد شکرستان
قطر و سانتی متر ۱۰ دهانهٔ قطر سانتی متر، ۱۶ ارتفـاع با ناقص مخروط شکل
با ولی کند خرج را پول کم ترين دارد قصد تاجر هستند. سانتی متر ۶ انتهای
گيرد. قرار ليوان داخل کاملاً نبايد نی وجه هيچ به شکرستان قوانين به توجه
می کنيم، نظر صرف نی قطر (از است؟ چقدر می خرد او که نی هايی اندازهٔ

می کنيم.) فرض پاره خط يک را نی يعنی

.۶

۱۰
√

۳ (۵ ۲
√

۸۷ (۴ ۸
√

۵ (۳ ۲
√

۸۹ (۲ ۲
√

۷۳ (۱

حل: راه

است. صحيح (۳) گزينهٔ

تاجر که نی هايی است. ليوان انتهای CD و دهانه AB شکل اين در است. شده رسم ليوان از مقطعی بالا شکل در
نتيجه در بگيرند. قرار ليوان در کامل طور به نبايد ديگر طرف از و باشند، داشته را طول کم ترين بايد طرفی از می خرد

بگيرند. قرار ليوان لبهٔ روی BD پاره خط مانند بايد نی ها اين

AN +MB = AB −MN = AB −CD = ۱۰ − ۶ = ۴

استفـاده فيثاغورس قضيهٔ از BD محاسبهٔ برای .AN =MB = ۲ داريم عمودی محور حول شکل تقـارن طبق پس
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می کنيم.
BD۲ = BN ۲ +ND۲ = (۲ + ۶)۲ + ۱۶۲ = ۸

√
۵

باشد؟ ۶ آن عضو کوچک ترين و بزرگ ترين اختلاف که دارد ناتهی زيرمجموعهٔ چند {۱, ۲, . . . , ۱۰} مجموعهٔ .۷

۱۰۲۴ (۵ ۲۵۶ (۴ ۱۲۸ (۳ ۶۴ (۲ ۳۲ (۱

حل: راه

است. صحيح (۳) گزينه ی

کوچکترين ابتدا است، ۶ آن عضو کوچک ترين و بزرگ ترين اختلاف که {۱, ۲,⋯, ۱۰} از زيرمجموعه يک انتخاب برای
فرض باشد. ۴ يا ،۳ ،۲ ،۱ اعداد از يکی می تواند عضو کوچکترين که چرا دارد حالت ۴ کار اين می کنيم. انتخاب را عضو
زيرمجموعه، اعضای ديگر انتخاب برای بود. خواهد m + ۶ برابر عضو بزگترين پس بناميم. m را عضو کوچکترين کنيد
پس هستند. {m + ۱,m + ۲,m + ۳,m + ۴,m + ۵} از دلخواه زيرمجموعه ای اعضا، ديگر که چرا داريم حالت ۳۲

داريم. مجموعه ها اين گونه انتخاب برای حالت ۴ × ۳۲ = ۱۲۸ کل در

دارند. شهر ۲n و n ،۱۰ ترتيب به که شده است تشکيل سماقستان و فـلفـلستان نمکستان، استان سه از شکرستان کشور .۸
عدد است. نفر n۲ +n+ ۱ کشور کل جمعيت و است يک سان کشور اين مختلف شهرهای در شهروندان تعداد می دانيم

دارد؟ قرار زير محدوده های از يک کدام در n

۵۰ تا ۴۱ (۵ ۴۰ تا ۳۱ (۴ ۳۰ تا ۲۱ (۳ ۲۰ تا ۱۱ (۲ ۱۰ تا ۱ (۱

حل: راه

است. صحيح (۳) گزينه ی

بايد پس باشد. نفر k شهر هر جمعيت کنيد فرض

n۲ + n + ۱ = (۳n + ۱۰)k

بنابراين
۳n + ۱۰∣n۲ + n + ۱ ⇒ ۳n + ۱۰∣۳n۲ + ۳n + ۳

۳n + ۱۰∣۳n۲ + ۱۰n

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭
⇒ ۳n + ۱۰∣۷n − ۳

⇒ ۳n + ۱۰∣۲۱n − ۹
۳n + ۱۰∣۲۱n + ۷۰

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭
⇒ ۳n + ۱۰∣۷۹
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.n = ۲۳ نتيجه در و ۳n + ۱۰ = ۷۹ بايد پس ۳n + ۱۰ > ۱ و است اول عددی ۷۹ چون و

CD و BC اضلاع وسط ترتيب به N و M نقـاط .CD = ۳AB و AB∣∣CD آن در که است ذوزنقه ای ABCD .۹
است؟ چه قدر AMN مثلث مساحت است. ۳۲ ذوزنقه مساحت و هستند

۱۶ (۵ ۱۵ (۴ ۱۲ (۳ ۱۰ (۲ ۸ (۱

حل: راه

است. صحيح (۲) گزينه ی

می دانيم مسئله فرض طبق و دهيم قرار S۲ برابر را ACD مثلث مساحت و S۱ برابر را ABC مثلث مساحت اگر
است. S۱ + S۲ = ۳۲

ABM مثلث قـائده ی ولی هستند يکسان ارتفـاع دارای زيرا است ABC مثلث مساحت نصف ABM مثلث مساحت
است ACD نصف AND مثلث مساحت مشابه طور به است S۱

۲ برابر مساحتش پس است ABC قـائده ی نصف

است. S۲
۲ برابر پس

برابر سه BCD مثلث مساحت ولی است ۳۲ برابر و ذوزنقه کل برابر BCD و ABD مثلث های مساحت های جمع
برابر سه باشد CD ضلع که BCD مثلث قـائده ی ولی هستند يکسان ارتفـاع دارای زيرا است ABD مثلث مساحت

داريم: BCD مثلث در است. ۲۴ برابر BCD مثلث مساحت پس است. AB يعنی ABD مثلث قـائده ی

CM

CB
= CN

CD
= ۱

۲

مثلث مساحت پس است متشابه CBD مثلث با ۱
۲ تشابه نسبت با CMN مثلث تالس قضيه از استفـاده با پس

می شود. ۶ برابر که است CBD مثلث مساحت ربع CMD

باقی مساحت پس است S۱ + S۲
۲ + ۶ = ۱۶ + ۶ = ۲۲ با برابر CMN و AND ، ABM مثلث های مساحت جمع
می شود. ۳۲ − ۲۲ = ۱۰ برابر که است AMN مثلث مساحت همان کل مساحت از مانده
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۲ شکل

دارند؟ مشترک حقيقی ريشهٔ x۳ + x − n۲ و x۳ + nx − ۱ چندجمله ای دو n صحيح مقدار چند برای .۱۰

بی نهايت (۵ ۳ (۴ ۲ (۳ ۱ (۲ ۰ (۱

حل: راه

است. صحيح (۲) گزينه ی

باشد، نيز آن ها تفـاضل ريشه ی بايد باشد، x۳+x−n۲ و x۳+nx−۱ چندجمله ای دو مشترک حقيقی ريشه ی x۰ اگر
يعنی

(x۰ − n۲) − (nx۰ − ۱) = x۰(۱ − n) + (۱ − n)(۱ + n) = (۱ − n)(x۰ + n + ۱) = ۰

يکی آن ها ريشه های همه ی و هستند يک سان چندجمله ای دو اين باشد، n = ۱ اگر .x۰ = −n − ۱ يا و n = ۱ يا پس
داشت. خواهند مشترک حقيقی ريشه ی دو اين دارد، حقيقی ريشه ی حتماً سوم درجه چندجمله ای چون ضمناً است.

.x۰ = −n − ۱ اگر اما

(−n − ۱)۳ + (−n − ۱) − n۲ = ۰⇒ n۳ + ۴n۲ + ۴n + ۲ = ۰

جای گزين با .n = ۲m که باشد m صحيح عدد يعنی باشد، زوج بايد بالا رابطه ی به توجه با است، صحيح n چون
که: می آيد دست به بالا در رابطه اين کردن

۸m۳ + ۱۶m۲ + ۸m + ۲ = ۰⇒ ۴m۳ + ۸m۲ + ۴m + ۱ = ۰
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ريشه ی معادله دو حالت اين در پس ندارد. امکان چپ سمت بودن فرد و راست سمت بودن زوج دليل به آخر تساوی که
ندارند. مشترکی

اضلاع (طول باشند؟ ۲۱۰ ،. . . و ۸ ،۴ ،۲ ،۱ اعداد بين از آن ها اضلاع طول که دارد وجود هم نهشت غير مثلث چند حداکثر .۱۱
باشند.) برابر هم با می توانند

۱۶۵ (۵ ۱۲۰ (۴ ۹۰ (۳ ۶۶ (۲ ۵۵ (۱

حل: راه

است. صحيح (۲) گزينه ی

مثلث شده داده طول سه با بتوان اينکه برای کافی و لازم شرط نيز و هستند دو توان های شده داده اعداد که کنيد توجه
فرض اکنون باشد. طول بيشترين از بيش کمتر طول دو جمع يعنی کنند صدق مثلث نامساوی در که است اين ساخت

داشت: خواهيم x > y اگر صورت اين در x ≥ y ≥ z که باشند ۲z و ۲y و ۲x نظر مورد طول سه کنيد

۲z + ۲y ≤ ۲y + ۲y = ۲y+۱ ≤ ۲x

الساقين متساوی می توانند فقط مثلث ها يعنی باشد x = y بايد پس نمی دهند مثلث تشکيل شده داده طول سه بنابراين
طول با مثلث x + ۱ يعنی می شود. جديد مثلثی هرکدام که باشد x تا ۰ اعداد از هرکدام می تواند z علاوه به و باشند

کل در پس .۰ ≤ x ≤ ۱۰ و داريم ۲x ضلع بزرگترين

۱ + ۲ + ۳ +⋯ + ۱۱ = ۶۶

دارد. وجود هم نهشت غير مثلث

می دانيم می کنيم. تعريف (x + n)۲ برابر را Pn(x) چندجمله ای n طبيعی عدد برای .۱۲

P۱۳۹۳ (P۱۳۹۲ (. . . (P۱(x)) . . . ))

است؟ کدام برابر چندجمله ای اين در x۲۱۳۹۳−۱ ضريب است. ۲۱۳۹۳ درجهٔ از چندجمله ای يک

۲۱۳۹۳ (۵ ۲۱۳۹۳ − ۱ (۴ ۲۱۳۹۲ + ۱ (۳ ۲۱۳۹۲ (۲ ۰ (۱

حل: راه

است. صحيح (۵) گزينه ی
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است ۲n درجه ی از چندجمله ای يک Qn(x) = Pn(Pn−۱(⋯(P۱(x))⋯)) که می دهيم نشان n روی استقرا به
هستند. ۲n و ۱ ترتيب به آن در x۲n−۱ و x۲n جملات ضريب که

تا بالا احکام که کنيد فرض حالت هستند. درست فوق نکات همه ی که P۱(x) = (x + ۱)۲ = x۲ + ۲x + ۱ مورد در
يعنی: باشد درست n

Qn(x) = x۲n + ۲nx۲n−۱ +⋯

حال

Qn+۱(x) = Pn+۱(Qn(x)) = (x۲n + ۲nx۲n−۱ +⋯ + n)۲ = x۲n+۱ + ۲(x۲n)(۲nx۲n−۱) +⋯

شوند. ۲n − ۱ يا و ۲n درجه ی با جمله های به منجر نمی توانند جملات مابقی که کنيد دقت
بود. خواهد ۲۱۳۹۳ برابر مسئله صورت در شده خواسته عدد پس

عدد دو هر برای که بيابيد را f ∶ A → B توابع تعداد . B = {۱, ۲, . . . , ۱۰۰} و A = {۱, ۲, . . . , ۱۰} کنيد فرض .۱۳
باشد. برقرار f(mn) =mf(n) رابطهٔ ،mn ≤ ۱۰ و ۲ ≤m,n ≤ ۱۰ که n و m طبيعی

۲ × ۱۰۵ (۵ ۱۰۵ (۴ ۱۰۴ (۳ ۱۰۳ (۲ ۱۰۲ (۱

حل: راه

است. صحيح (۴) گزينه ی

از عبارتند می کنند صدق mn ≤ ۱۰ و ۲ ≤m,n ≤ ۱۰ شرايط در که (m,n)مرتب زوج های همه ی

(۲, ۳), (۲, ۴), (۲, ۵), (۳, ۲), (۳, ۳), (۴, ۲), (۵, ۲)

می آوريم دست به را روابط اين ،f تابع خاصيت بنابر که

f(۶) = ۲f(۳), f(۸) = ۲f(۴), f(۱۰) = ۲f(۵), f(۶) = ۳f(۲),

f(۹) = ۳f(۳), f(۸) = ۴f(۲), f(۱۰) = ۵f(۲)

می شود. مشخص n = ۳, ۴, ۵, ۶, ۸, ۹, ۱۰ ازای به f(n) مقـادير کنيم، مشخص را f(۲) مقدار اگر بالا، روابط به توجه با
می آوريم. دست به ،f(۲) = a دهيم قرار اگر واقع در

f(۳) = ۳a/۲, f(۴) = ۲a, f(۵) = ۵a/۲, f(۶) = ۳a, f(۸) = ۴a, f(۹) = ۹a/۲, f(۱۰) = ۵a
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باشند، {۱, ۲, . . . , ۱۰۰} مجموعه ی عضو بايد بالا اعداد همه ی که آن جا از و است زوج و طبيعی عددی a نتيجه در و
.a ≤ ۲۰ بايد

n = ۳, ۴, ۵, ۶, ۸, ۹, ۱۰ برای را f(n) مقـادير و باشد ۲۰ مساوی يا کوچکتر و زوج طبيعی عدد هر f(۲) اگر برعکس،
کنيم، انتخاب {۱, ۲, . . . , مجموعه ی{۱۰۰ از دلخواه به نيز را f(۷) و f(۱) مقدار سپس و کنيم تعيين بالا روابط طبق
کدام هر نيز f(۷) و f(۱) برای و دارد وجود انتخاب ۱۰ ،f(۲) برای پس می کند. صدق مسأله شرايط در حاصل تابع

با است برابر مطلوب توابع تعداد بنابراين دارد. وجود انتخاب ۱۰۰

۱۰ × ۱۰۰ × ۱۰۰ = ۱۰۵

که کرده پيدا اجدادش از يکی به مربوط نمکی خط به کتيبه ای تازگی به دارد، مربع شکل به قصری که شکرستان پادشاه .۱۴
گنج هايی شهر، از مختلفی نقطه های در که شد مشخص زبان شناسان توسط کتيبه ترجمهٔ از پس است. بوده رياضی دان

می بينيد. زير در را کتيبه ترجمهٔ دارد. وجود

به را آن ها از کدام هر اگر که گشته اند پنهان شهر از نقطه هايی در گنج ها
اول قطر غربی، ضلع شرقی، ضلع جنوبی، ضلع شمالی، ضلع به نسبت ترتيب

بازگردد. اول جای به کنيم قرينه قصر دوم قطر نهايت در و

است؟ شده پنهان شهر در گنج چند

۸ (۵ ۴ (۴ ۲ (۳ ۱ (۲ ۰ (۱

حل: راه

است. صحيح (۲) گزينهٔ
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دل خواه نقطهٔ از شروع با روبرو شکل در باشند. واقع (۱, ۱) و (۰, ۱) ،(۱, ۰) ،(۰, نقـاط(۰ در مربع راس های کنيد فرض
منطبق اول نقطهٔ بر آخر نقطهٔ اين که برای کرده ايم. مشخص را تقـارن هر از بعد آمده دست به نقـاط مختصات (x, y)

دارد. وجود خاصيت اين با نقطه يک دقيقـاً پس .۲ − y = y و ۲ − x = x باشيم داشته بايد شود

امتداد در ديوارها از تا سه می خواهد او کند. طراحی را ديوار شش با خانه ای نقشه ی دارد قصد شش ديواری مهندس .۱۵
۱۰ و ۶ ،۴ طول های با و شرقی-غربی امتداد در نيز ديوارها از تا سه و باشند متر ۶ و ۴ ،۲ طول های با و شمالی-جنوبی

بکشد؟ می تواند ويژگی ها اين با مختلف نقشه ی چند او باشند. متر
۲۴ (۵ ۲۰ (۴ ۱۶ (۳ ۱۲ (۲ ۸ (۱

حل: راه

است. صحيح (۳) گزينه ی

نمی کنند، قطع را يکديگر ديوار ها که آنجايی از می گيريم. نظر در ثابت را ۱۰ طول با ديوار ابتدا ساختمان، نقشه ی در
با افقی ديوار های کنيد فرض هستند. ۱۰ طول با ديوار پايين در يا و بالا در يا دو هر ،۶ و ۴ طول های با افقی ديوار دو
۲ در را حالات تعداد نهايت در موجود، تقـارن خاطر به پس باشند. ۱۰ طول با ديوار بالای در دو هر ،۶ و ۴ طول های
عمودی ديوار راست در يا و چپ در يا دو هر ،۴ و ۲ طول های به عمودی ديوار های ترتيب همين به کرد. خواهيم ضرب
جواب و باشند داشته قرار ۶ طول به عمودی ديوار راست سمت ديوار دو اين می کنيم فرض هم باز دارند. قرار ۶ طول به

کرد. خواهيم ضرب ۲ در نيز را حالت اين
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که اين به توجه با ،۴ و ۲ طول های به عمودی ديوار دو و ،۶ و ۴ طول های به افقی ديوار دو چيدن برای مفروضات اين با
عمودی ديوار يا باشد راست تر ۲ طول با عمودی ديوار که اين و ۶ طول با افقی ديوار يا باشد بالاتر ۴ طول با افقی ديوار

مشخص اند. زير شکل در که داشت خواهيم معتبر مختلف حالت چهار ،۴ طول با

داشت. خواهيم حالت ۲ × ۲ × ۴ = ۱۶ کل در پس

گفت؟ می توان چه سه مبنای در عدد اين ارقـام تعداد مورد در است. رقمی ۳۰ دو، مبنای در طبيعی عددی می دانيم .۱۶

است. رقمی ۱۸ حتماً (۱

است. رقمی ۱۹ حتماً (۲
است. رقمی ۲۰ حتماً (۳

است. رقمی ۱۹ بعضی برای و رقمی ۱۸ اعداد بعضی برای (۴
حل: راه است. رقمی ۲۰ بعضی برای و رقمی ۱۹ اعداد بعضی برای (۵

است. صحيح (۲) گزينه ی

است. ۲۳۰ − ۱ حداکثر و ۲۲۹ حداقـل پس است، رقمی  ۳۰ دو، مبنای در عدد اين که آنجايی از

داريم
۲۲۹ = ۲۲۴ × ۲۵ = (۲۸)۳ × ۲۵ = (۲۵۶)۳ × ۳۲ > (۲۴۳)۳ × ۲۷ = ۳۱۵ × ۳۳ = ۳۱۸

است. رقمی ۱۹ حداقـل ۳ مبنای در حداقـل ۲۲۹ پس

www.mathysc.com ۳۷ از ۱۳ صفحهٔ



اول مرحلهٔ آزمون حل های راه و سؤالات
کشور رياضی المپياد سومين و سی

ديگر طرف از

۲۳۰ = ۲۱۱ × ۲۱۱ × ۲۸ = ۲۰۴۸ × ۲۰۴۸ × ۲۵۶

= (۲۰۴۸ ×
√

۱٫۱) × (۲۰۴۸ ×
√

۱٫۱) × ۲۵۶
۱٫۱

< (۲۰۴۸ × ۱٫۰۵) × (۲۰۴۸ × ۱٫۰۵) × ۲۵۶
۱٫۱

< ۲۱۶۰ × ۲۱۶۰ × ۲۴۰ < ۲۱۸۷ × ۲۱۸۷ × ۲۴۳

= ۳۷ × ۳۷ × ۳۵ = ۳۱۹

(۱)

است. رقمی ۱۹ حداکثر عدد اين نتيجه در و بوده کمتر ۳۱۹ − ۱ از ۲۳۰ − ۱ پس

رقم ۱۹ گفته شد، آنچه به توجه با و داشته قرار [۲۲۹, ۲۳۰ − ۱] بازه ی در است، رقمی ۳۰ دو، مبنای در که عدد هر پس
دارد.

داشته ،(x + ۱)(y + ۱) = ۲ که y و x مثبت عدد دو هر برای هرگاه می گوييم بزرگ» چندان «نه را n صحيح عدد .۱۷
است؟ کدام بزرگ چندان نه عدد بزرگ ترين .xy + ۱

xy ≥ n باشيم

۷ (۵ ۶ (۴ ۵ (۳ ۳ (۲ ۲ (۱

حل: راه

است. صحيح (۴) گزينه ی

رابطه ی در y و x اگر حال .(x + y)۲ ≥ ۴xy يعنی اين و (x − y)۲ ≥ ۰ که می دانيم y و x حقيقی عدد دو هر برای
داريم: کنند صدق (x + ۱)(y + ۱) = ۲

xy + x + y = ۱⇒ (۱ − xy)۲ ≥ ۴xy⇒ (xy)۲ + ۱ ≥ ۶xy⇒ xy + ۱
xy
≥ ۶

نتيجه (x + ۱)(y + ۱) = ۲ شرط که باشد x = y بايد بيفتد اتفـاق تساوی نابرابر اين در که اين برای ديگر طرف از
حالت: اين در x = y =

√
۲ − ۱ که می دهد

xy + ۱
xy
= (
√

۲ − ۱)۲ + ۱
(
√

۲ − ۱)۲
= ۳ − ۲

√
۲ + ۳ +

√
۲ = ۶

∠BAE = ۲∠DAC = می دانيم می ناميم. A,B,C,D,E ساعت گرد ترتيب به را محدب پنج ضلعی يک رئوس .۱۸
کدام برابر AE

AB مقدار آن گاه AC = ۲ و AD = ۲
√

۳ اگر .∠EDA = ∠DCA و ∠BCA = ∠CDA و ۹۳○

است؟ گزينه
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۳ (۵ ۳ sin ۹۳○ (۴ ۱√
۳ (۳ ۱

۳ (۲ ۱
۳ sin ۹۳○ (۱

حل: راه

است. صحيح (۵) گزينه ی

می دانيم مسئله فرض مطابق

∠EAB = ۲∠DAC ⇒∠EAD +∠CAB =∠DAC

که می کنيم انتخاب طوری DC ضلع روی شکل مطابق را X نقطه ی

∠XAC =∠EAD

∠DAX =∠CAB

زيرا هستند متشابه EAD و XAC مثلث دو

∠ACX =∠ADE,∠EAD =∠XAC

داشت: خواهيم پس
EA

AX
= AD

AC
(۱)

زيرا هستند متشابه BAC و XAD مثلث دو همچنين

∠ADX =∠ACB,∠DAX =∠CAB

داشت: خواهيم پس
AX

AB
= AD

AC
(۲)

داشت: خواهيم کنيم ضرب دوم رابطه ی در را اول رابطه ی اگر نهايت در

EA

AB
= (AD

AC
)۲ = ۳
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۳ شکل

است؟ کدام sin(y) + cos(x) مقدار بيش ترين .sin(x) + cos(y) = ۱ که هستند حقيقی عدد دو y و x .۱۹

۲ (۵ ۱ +
√

۳
۲ (۴

√
۳ (۳

√
۲ (۲

√
۲

۲ (۱

حل: راه

است. صحيح (۳) گزينه ی

۱ + (sin(y) + cos(x))۲ = (sin(x) + cos(y))۲ + (sin(y) + cos(x))۲

= sin۲(x) + cos۲(x) + sin۲(y) + cos۲(y)

+۲(sin(x) cos(y) + sin(y) cos(x))
= ۲ + ۲ sin(x + y)
≤ ۴

ديگر سوی از است.
√

۳ همين sin(y)+ cos(x) برای ممکن مقدار حداکثر يعنی .∣ sin(y)+ cos(x)∣ ≤
√

۳ پس
داريم باشد، y = π

۳ و x = π
۶ اگر تساوی برای

sin(x) + cos(y) = ۱
۲ +

۱
۲ = ۱, sin(y) + cos(x) =

√
۳

۲ +
√

۳
۲ =

√
۳
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آن ها  از کدام هر که داريم برابر دايرهٔ دو شکل به رنگی و شفـاف پلاستيکی صفحهٔ دو
دارای قسمت ها شده اند. تقسيم برابر قسمت سه به ،۱۲۰○ زاويه های با شعاع سه توسط
می شود ايجاد جديد رنگی گيرند، قرار هم روی رنگ دو هرگاه هستند. متفـاوت رنگ های
رنگ ۱۰ رو به رو شکل در مثلاً متفـاوت اند. يک ديگر با نيز شده ايجاد ترکيبی رنگ های و

است. آمده وجود به مختلف

.۲۰

تاست؟ چند بيايد وجود به می تواند صفحه ها گرفتن قرار وضعيت يک در که مختلفی رنگ های تعداد حداکثر

۱۵ (۵ ۱۴ (۴ ۱۳ (۳ ۱۲ (۲ ۱۱ (۱

حل: راه

است. صحيح (۴) گزينه ی

گيرد قرار ديگر صفحه ی از رنگی روی بر صفحه يک از رنگ يک بايد جديد رنگ هر ايجاد برای و داريم رنگ ۶ ابتدا در
می شود. ايجاد جديد رنگ ۹ حداکثر بنابراين است. ممکن طريق ۳ × ۳ به کار اين دارد رنگ سه ای صفحه هر چون و
مشاهده را آمده وجود به رنگ ۱۴ آن در که مثالی زير شکل در علاوه به آورد. وجود به رنگ ۱۵ از بيش نمی توان پس

می کنيد:

۱ شکل

هم روی صفحه دو مراکز اگر که کنيد توجه است. ممکن غير نيز رنگ ۱۵ آوردن وجود به چرا می کنيم ثابت ادامه در
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ادامه در بنابراين داشت. خواهيم رنگ ۶ نکنند قطع را هم ديگر دايره دو اگر و می روند بين از ابتدايی های رنگ گيرد قرار
درون يکی که می شود تشکيل کمان دو دايره دو از هرکدام روی پس اند متقـاطع نقطه دو در دايره دو می کنيم فرض

است. درونی کمان از بيشتر بيرونی کمان طول می دانيم و آن بيرون يکی و است ديگر دايره ی

۲ شکل

و می دهند لوزی يک تشکيل تقـاطع دونقطه ی و دوصفحه مراکز می کنيد مشاهده بالا شکل در که همان طور واقع در
. بود خواهد نيم صفحه از کمتر است فوق شکل در a زاويه ی با برابر که درونی کمان اندازه ی

کمان های چون بنابراين است رنگ يک به کمان هر که شده تقسيم درجه  ۱۲۰ کمان سه به دايره هر که کنيد توجه حال
می کنيد: مشاهده زير شکل در که دارند. رنگ سه يا دو پس باشند رنگ يک نمی توانند اند نيم صفحه از بيش بيرونی

۳ شکل
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درون کامل طور به آن قسمت های از يکی که است معنی اين به باشد داشته رنگ دو دايره ها از يکی بيرونی کمان وقتی
پس نمی آيد وجود به آن اوليه ی رنگ درنتيجه - است آبی رنگ به ۵ شکل در که قسمتی مانند - دارد قرار ديگر دايره ی

آيد. وجود به رنگ ۱۵ نمی تواند حالت اين در

۴ شکل

های کمان چون حالت اين در باشند. داشته رنگ سه دايره دو هر بيرونی کمان که می ماند حالتی بررسی تنها بنابراين
بيرونی مرز که بود خواهد دايره دو هر از رنگی قسمت يک است درجه ۱۲۰ رنگی کمان هر طول و دارند رنگ سه بيرونی

می کنيم: نام گذاری زير ترتيب به را شکل ناحيه های اکنون گيرد. قرار دايره آن بيرونی کمان در کامل طور به آن
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۵ شکل

B ناحيه ی در تمامی به ديگر رنگی قسمت يک و A ناحيه ی در تمامی به رنگی قسمت يک بالا گفته های بر بنا حال
رنگ ۱۴ حداکثر می شود ثابت بنابراين نمی آيد. وجود به دو آن گرفتن قرار هم روی از حاصل رنگ نتيجه در و قراردارند

است. توليد قـابل

«فوق را آن و باشد طبيعی عددی آن اعضای ميانگين اگر گوييم «منظم» را طبيعی اعداد از ناتهی زيرمجموعهٔ يک .۲۱
مجموعهٔ از عضوی پنج منظم فوق زيرمجموعه های تعداد باشند. منظم آن ناتهی زيرمجموعه های همهٔ اگر گوييم منظم»

است؟ چند {۱, ۲, . . . , ۶۷}

۴۷ (۵ ۱۹ (۴ ۱۴ (۳ ۱۲ (۲ ۰ (۱

حل: راه

است. صحيح (۴) گزينه ی

شرايط با معادل A زيرمجموعه های بودن منظم می گيريم. نظر در A = {a۱, a۲, a۳, a۴, a۵} را نظر مورد مجموعه ی
است: زير

.۲∣ai + aj متمايز، i, j هر برای (آ)

.۳∣ai + aj + ak متمايز، i, j, k هر برای (ب)

.۴∣ai + aj + ak + al متمايز، i, j, k, l هر برای (ج)
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۵∣a۱ + a۲ + a۳ + a۴ + a۵ (د)

به ai همه ی اين که با است معادل (ب) شرط باشند. يکسان زوجيت دارای aiها همه ی اين که با است معادل (آ) شرط
(ب)، شرط بنابر باشند، متمايز i, j, k, k′ اگر زيرا باشند، همنهشت ۳ پيمانه ی

۳∣ai + aj + ak
۳∣ai + aj + ak′

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭
⇒ ak

۳≡ak′

نتيجه را (آ) شرط (ج)، شرط بنابراين باشند. همنهشت ۴ پيمانه ی به ai همه ی اين که با است معادل (ج) شرط مشابهاً
همنهشت ۱۲ پيمانه ی به ai همه ی که هستند اين با معادل هم، کنار در (ج) و (ب) شرط های ديگر، طرف از می دهد.

باشند.

و باشند همنهشت ۱۲ پيمانه ی به آن اعضای همه ی اگر تنها و اگر است، منظم فوق A عضوی پنج مجموعه ی پس
باشد. بخش پذير ۵ بر آن اعضای جمع

و است نامنفی و صحيح عددی b که داد نمايش ۱۲b + t صورت به می توان را a طبيعی عدد هر که کنيد توجه اکنون
همنهشت ۱۲ پيمانه ی به بايد aiها که آن جا از می دهيم. نمايش ai = ۱۲bi + ti شکل به را aiها پس .۱ ≤ t ≤ ۱۲

.ai = ۱۲bi + t نوشت می توان پس برابرند. هم با tiها پس باشند،

داريم اکنون
a۱ +⋯ + a۵ = ۱۲(b۱ +⋯ + b۵) + ۵t

اما باشد. بخش پذير ۵ بر biها مجموع که است اين با معادل باشد، بخش پذير ۵ بر aiها مجموع اين که شرط بنابراين
به باشند. متمايز بايد نيز biها پس متمايزند، aiها چون همچنين .bi = ۰, ۱, ۲, ۳, ۴, ۵ پس ai ≤ ۶۷ که آن جا از
پنج بر آن ها اعضای مجموع که دارد وجود {۰, ۱, ۲, ۳, ۴, ۵} از پنج عضوی زيرمجموعه ی دو تنها که ديد می توان راحتی

از: عبارت اند که است. بخش پذير
{۰, ۱, ۲, ۳, ۴},{۱, ۲, ۳, ۴, ۵}

باشد. می تواند ۱۲ ، . . .،۲ ،۱ اعداد از يک هر t که {t, ۱۲+ t, ۲۴+ t, ۳۶+ t, ۴۸+ t} از عبارتند aiها اول، حالت در
کرديم. پيدا منظم فوق زيرمجموعه ی ۱۲ حالت اين در پس

لازم ۶۰+ t ≤ ۶۷ اين که برای حالت اين در که ،{۱۲+ t, ۲۴+ t, ۳۶+ t, ۴۸+ t, ۶۰+ t} از عبارتند ها دوم، حالت در
دارد. وجود ۷ ،. . . ،۲ ،۱ حالت هفت t برای حالت اين در پس .t ≤ ۷ که است

دارد. وجود حالت ۱۹ مجموع در بنابراين
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می دهند، تشکيل نقـاط اين که زوايايی بين در نيستند. هم خط آن ها از تايی سه هيچ که داريم صفحه در نقطه شش .۲۲
دارد؟ وجود (۹۰, ۱۸۰) بازهٔ در زاويه  چند حداکثر

۲۴ (۵ ۲۰ (۴ ۱۸ (۳ ۱۲ (۲ ۶ (۱

حل: راه

است. صحيح (۴) گزينهٔ

حداکثر کل در پس داشت. خواهيم منفرجه زاويهٔ يک حداکثر مثلث هر در و ساخت می توان مثلث (۶
۳) نقـاط اين با

است. زاويه تعداد اين از مثالی بالا شکل داشت. خواهيم (۹۰, ۱۸۰) بازهٔ در زاويه (۶
۳) = ۲۰

،AB = ۲ می دانيم دارد. قرار نيست) A شامل که (کمانی ABC مثلث محيطی دايرهٔ از BC کمان روی P نقطهٔ .۲۳
و N بين C و است M و C بين B که طوری به دارند قرار BC خط روی N و M نقـاط .BC = ۴ و AC = ۳
در را BC خط AP .MA = PN و هستند مماس ABC مثلث محيطی دايرهٔ بر PN و MA می دانيم است. B

است؟ چقدر PT اندازهٔ می کند. قطع T نقطهٔ
۴
√

۱۰
۵ (۵ ۲

√
۱۵

۳ (۴ ۵
√

۱۳
۷ (۳ ۳

√
۳

۲ (۲ ۵
۲ (۱

حل: راه

است. صحيح (۵) گزينه ی

با برابر دايره به نسبت N نقطه ی قوت پس هستند مماس دايره بر MA و NP خطوط

NP ۲ = NC.NB

با برابر دايره به نسبت M نقطه ی قوت و است

MA۲ =MB.MC
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داشت: خواهيم پس NP ۲ =MA۲ می دانيم مسئله فرض طبق

MA۲ =MB.MC =MB۲ + ۴MB = (MB + ۲)۲ − ۴

NP ۲ = NC.NB = NC۲ + ۴NC = (NC + ۲)۲ − ۴

⇒ (MB + ۲)۲ = (NC + ۲)۲⇒ (MB −NC).(MB +NC + ۴) = ۰⇒MB = NC

داشت: خواهيم ABT مثلث در سينوسها قضيه ی طبق

MA

sin(ATM)
= MT

sin(MAT )

داشت: خواهيم NPT مثلث در سينوسها قضيه ی طبق

PN

sin(PTN)
= NT

sin(TPN)

زاويه ی دو پس است ABP کمان نصف برابر MAP ظلی زاويه ی و ACP کمان نصف برابر NPA ظلی زاويه ی
داشت: خواهيم پس است. sin(TPN) = sin(MAT ) و يکديگر مکمل MAT و TPN

MA.sin(MAT )
sin(ATM)

= PN.sin(TPN)
sin(PTN)

⇒MT = NT ⇒ BT = CT

می کنيم. محاسبه را مثلث ميانه يعنی AT طول ابتدا PT طول آوردن بدست برای

می شود. محاسبه کرد خواهيم اثبات انتها در که زير رابطه ی از استفـاده با مثلث ميانه ی طول

AT ۲ = b۲

۲ +
c۲

۲ −
a۲

۴

⇒ AT =
√

۱۰
۲

با: است برابر دايره به نسبت T نقطه ی قوت

BT.TC = AT.TP

⇒ TP = BT.TC

AT
= ۴
√

۱۰
۵
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۴ شکل

N و BC ضلع بر وارد ميانه ی AM می کنيد مشاهده زير شکل در که همانطور : مثلث يک ميانه طول آوردن بدست
دارد. قرار AC وسط

داشت: خواهيم MNC مثلث در کسينوسها قضيه ی از استفـاده با

−۲.MN.NC.cos(MNC) =MC۲ −MN ۲ −NC۲(۱)

داشت: خواهيم ANM مثلث در کسينوسها قضيه ی از استفـاده با و

−۲.MN.AN.cos(۱۸۰○ −MNC) = AM ۲ −MN ۲ −AN ۲

⇒ −۲.MN.NC.cos(MNC) = −AM ۲ +MN ۲ +AN ۲(۲)

داريم: ۲ و ۱ رابطه ی از استفـاده با

MC۲ −MN ۲ −NC۲ = −AM ۲ +MN ۲ +AN ۲

⇒ AM ۲ = ۲AN ۲ + ۲MN ۲ −MC۲

است.پس آن موازی و AB نصف برابر MN تالس قضيه ی طبق طرفی از

AM ۲ = ۲(AC۲ )
۲ + ۲(AB۲ )

۲ − (BC

۲ )
۲
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۴-۱ شکل

طوری به شوند يافت (n ≥ ۳) a۱, a۲, . . . , an متمايز لزوماً نه طبيعی اعداد هرگاه می ناميم خوب را M طبيعی عدد .۲۴
باشد. برقرار زير خواص و M = a۱ × a۲ ×⋯ × an که

نيست. بخش پذير يکی از بزرگ تر طبيعی عدد هيچ سوم توان بر M (آ)

(an+۱ = a۱ و a۰ = an) است. بخش پذير ai بر ai−۱ai+۱ آن گاه ۱ ≤ i ≤ n اگر (ب)

داريم؟ ۲۰۱۵ از کوچک تر خوب عدد چند

۷۲ (۵ ۴۴ (۴ ۲۹ (۳ ۲۶ (۲ ۲۲ (۱

حل: راه

است. صحيح (۳) گزينه ی

باشد. کامل مربع عدد اين اگر تنها و اگر است خوب M طبيعی عدد می کنيم ادعا

برای که دارند وجود (n ≥ ۳) a۱, a۲,⋯, an اعداد اينصورت در باشد. خوب M طبيعی عدد کنيد فرض ابتدا اثبات:
چون پس باشد. داشته وچود p اول عامل ،M در کنيد فرض حال باشد. بخشپذير ai بر ai−۱ai+۱ ،۱ ≤ i ≤ n هر
حداقـل پس است، بخشپذير aj بر aj−۱aj+۱ چون طرفی باشد.از بخشپذير p بر که دارد وجود aj ، M = a۱a۲⋯an
فرض به توجه با است. بخشپذير p۲ بر حداقـل M = a۱a۲⋯an پس هستند. بخشپذير p بر aj+۱ يا aj−۱ اعداد از يکی
توان پس است. بخش پذير p۲ بر دقيقـاً M ،M در p اول عامل هر برای پس باشد. بخشپذير p۳ بر نمی تواند M سوال،

است. ۲ برابر دقيقـاً ،M اول عوامل همه ی

دنباله حال .M = r۲ که دارد وجود r طبيعی عدد پس باشد. ۲ برابر M اول عامل هر توان کنيد فرض ديگر طرف از
بود. خواهد خوبی عدد M نتيجه در و داشته را سوال صورت نظر مورد خواص زير در شده معرفی

n = ۳, a۱ = ۱, a۲ = r a۳ = r
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هر توان و هستند کامل مربع که بيابيم را ۲۰۱۵ از کوچکتر اعداد تعداد بايد ادعا، به توجه با می گرديم. باز مسأله حل به
دقيقـاً نظر مورد خوب اعدد پس ۴۵×۴۵ = ۲۰۲۵ و ۴۴×۴۴ = ۱۹۳۶ که اين به توجه با است. ۲ دقيقـاً آن ها اول عامل
اين می شود مشخص ساده بررسی يک با که ندارد، يکی از بيش اولی عامل هيچ از k و ۱ ≤ k ≤ ۴۴ که هستند k۲هايی

۱۲, ۲۲, ۳۲, ۵۲, ۶۲, ۷۲, ۱۰۲, ۱۱۲, ۱۳۲, ۱۴۲, ۱۵۲, ۱۷۲, ۱۹۲, ۲۱۲, ۲۲۲, ۲۳۲, از عبارت اند اعداد
تاست. ۲۹ آن ها تعداد که ۲۶۲, ۲۹۲, ۳۰۲, ۳۱۲, ۳۳۲, ۳۴۲, ۳۵۲, ۳۷۲, ۳۸۲, ۳۹۲, ۴۱۲, ۴۲۲, ۴۳۲

،x(t)نمودارهای اگر دارد. قرار (x(t), y(t), z(t)) نقطهٔ در t لحظهٔ در که می کند حرکت گونه ای به فضا در متحرکی .۲۵
گزينه کدام برابر می کند طی t = ۸ تا t = ۰ از متحرک اين که مسافتی باشند، زير شکل های به t حسب بر z(t) و y(t)

است؟

۱۶
√ ۲

۳ (۵ ۸
√ ۷

۳ (۴ ۸
√ ۲

۳ (۳ ۴
√ ۷

۳ (۲ ۸
√

۲
۳ (۱

حل: راه

است. صحيح (۴) گزينه ی

[۷, ۸] و ... ،[۱, ۲] ،[۰, ۱] بازه های از کدام هر در که فهميد خواهيم کنيم، فکر کمی متحرک اين حرکت مسير به اگر
می کرده حرکت پاره خط هايی روی فضا در هم متحرک خود است، آمده در خط صورت به آن حرکت مؤلفه ی سه که

کنيم. جمع هم با و يافته را پاره خط ها اين از کدام هر طول که است کافی پس است.

www.mathysc.com ۳۷ از ۲۶ صفحهٔ



اول مرحلهٔ آزمون حل های راه و سؤالات
کشور رياضی المپياد سومين و سی

کافی پس است، برابر هم با پاره خط ۸ اين طول بازه ها از کدام هر در متحرک حرکت شباهت به توجه با ديگر طرف از
کنيم. ضرب ۸ در و يافته را اول بازه ی به مربوط پاره خط مثلاً آن ها از يکی طول است

طی طول بنابراين دارد. قرار (۰, ۱,
√

۳
۳ ) نقطه ی در t = ۱ لحظه ی در و (۱, ۰, ۰) نقطه ی در t = ۰ لحظه ی در متحرک

با: است برابر [۰, ۱] بازه ی در شده
√

(۱ − ۰)۲ + (۰ − ۱)۲ + (۰ −
√

۳
۳ )

۲ =
√

۷
۳

بود. خواهد ۸
√ ۷

۳ برابر = ۸ تا t = ۰ از شده طی مسافت کل پس

مجاورت در y و x اندازه های با پشيز دو هرگاه دارند. مختلفی اندازه های که هستند ميکروسکوپی موجوداتی «پشيزها» .۲۶
کنند. ايجاد x + y اندازه ی با پشيز يک و بچسبند هم به ∣x − y∣ برابر انرژی ای صرف با می توانند بگيرند، قرار هم

تبديل تا کنند صرف مجموع در بايد که انرژی ای کم ترين باشند، شده رديف خط يک روی ۱ اندازه  ی با پشيز ۱۰۲۵ اگر
است؟ چه قدر شوند، ۱۰۲۵ اندازه ی با پشيز يک به

۳۲ (۵ ۳۱ (۴ ۱۱ (۳ ۱۰ (۲ ۹ (۱

حل: راه

است. صحيح (۲) گزينه ی

به را پشيز ها گام ۱۰ در کار اين برای آورد. دست به ۱۰۲۵ اندازه با پشيز می توان ۱۰ انرژی صرف با می دهيم نشان ابتدا
گردد. مصرف انرژی واحد يک تنها گام هر در که طوری به می چسبانيم هم

(بدون باشيم. داشته ۱ طول به پشيز ۱۰۲۳ و ،۲ طول به پشيز يک تا می چسبانيم هم به را نخست پشيز دو ،۰ گام در
انرژی) صرف

۲ طول به پشيز ۵۱۱ و ۳ طول به پشيز يک کار اين با می چسبانيم. يکديگر به دوبدو را باقيمانده پشيز ۱۰۲۴ ،۱ گام در
انرژی) صرف واحد (يک داشت. خواهيم

۴ طول به پشيز ۲۵۵ و ۵ طول به پشيز يک کار اين با می چسبانيم. يکديگر به دوبدو را باقيمانده پشيز ۵۱۲ ،۲ گام در
انرژی) صرف واحد (يک داشت. خواهيم

به پشيز يک کار اين با می چسبانيم. يکديگر به دوبدو را باقيمانده پشيز ۲۱۱−j ، (۱ ≤ j ≤ ۹) j گام در صورت همين به
انرژی) صرف واحد (يک داشت. خواهيم ۲j طول به پشيز ۲۱۰−j − ۱ و ۲j + ۱ طول
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يک کار اين با می چسبانيم. يکديگر به را (۵۱۲ طول به ديگری و ۵۱۳ طول به (يکی باقيمانده پشيز ۲ (آخر)، ۱۰ گام در
انرژی) صرف واحد (يک داشت. خواهيم ۱۰۲۵ طول به پشيز

لازم انرژی واحد ۱۰ حداقـل صرف ،۱۰۲۵ طول با پشيز به دستيابی برای يعنی است؛ بهينه راه اين می دهيم نشان حال
است.

لازم n طول به پشيز يک آوردن دست به برای انرژی واحد i صرف ،۲i < n < ۲i+۱ که n طبيعی عدد هر برای ادعا:
است.

می کنيم. اثبات n روی قوی استقرای به را حکم اثبات:

است. صحيح و بررسی قـابل سادگی به n = ۳, n = ۵, ۶, ۷ برای حکم پايه:

چسبيده  يکديگر به پشيز دو بايد ،n طول به پشيز آوردن دست به برا اينصورت در ،۲i < n < ۲i+۱ کنيد فرض گام:
مسأله کليت از شدن کاسته بدون x + y = n پس باشند. داشته x, y طول های پشيز دو اين کنيد فرض پس باشند.

داريم: حالت دو اينصورت در .x ≥ y می کنيم فرض

توجه با حالت اين در پس ،۲i−۱ < x = y < ۲i پس ،۲i < n < ۲i+۱ که اين به توجه با حالت اين در :x = y ،۱ حالت
بود. نخواهد کمتر i از مقدار اين ،i ≥ ۳ که اين به توجه با است. لازم انرژی ۲(i − ۱) صرف استقرا، فرض به

داشت: خواهيم حالت در :x ≠ ۲i و x > y ،۲ حالت

۲i < n = x + y < ۲x < ۲n < ۲i+۲

داريم. انرژی واحد i− ۱ حداقـل به نياز x طول به پشيز توليد برای استقرا، فرض به توجه با پس ۲i−۱ < x < ۲i+۱ پس
به نياز ،x, y طول های به پشيز دو چسباندن هم به با n = x + y طول به پشيز توليد برای پس ،x ≠ y چون طرفی از

بود. خواهد نياز انرژی واحد i حداقـل صرف نيز حالت اين در پس داريم. انرژی واحد يک حداقـل

طول به پشيز توليد برای استقرا فرض به توجه با اينصورت در ،y > ۲i−۱ اگر حالت اين در :x = ۲i و x > y ،۳ حالت
حکم قبل مانند اين که است نياز انرژی واحد يک حداقـل x, y پشيز دو چسباندن برای و انرژی واحد i− ۱ حداقـل ،y
لازم انرژی واحد ∣x − y∣ ≥ ۲i−۱ صرف ،x, y پشيز دو چسباندن برای اينصورت در ،y ≤ ۲i−۱ اگر امّا می دهد. نتيجه را

بود. نخواهد کمتر i از مقدار اين ،i ≥ ۳ که اين به توجه با است.
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پشيز آوردن دست به برای انرژی واحد ۱۰ صرف پس ،۲۱۰ < ۱۰۲۵ < ۲۱۱ چون که ديد می توان ادعا به توجه با اکنون
می کند. کامل را ما اثبات اين و است لازم ۱۰۲۵ طول به

A۱A۲A۴K که هستند گونه ای به آن درون N و M ،K نقطه های و است منتظم ضلعی ۹ يک A۱A۲⋯A۹ .۲۷
است؟ MKN∠چه قدر زاويهٔ هستند. متساوی الاضلاع مثلث هايی A۸A۹N و A۶A۷M و متوازی الاضلاع

۶۰ (۵ ۴۵ (۴ ۴۰ (۳ ۳۰ (۲ ۲۰ (۱

حل: راه

است. صحيح (۳) گزينهٔ

درجه ۳۶۰
۹ = ۴۰ کمان قطعه هر پس کرده اند. تقسيم مساوی کمان ۹ به را آن محيطی دايرهٔ ضلعی ۹ اين راس های

مجاور زاويهٔ ،∠A۲A۱K زاويهٔ است. درجه ۱۲۰ است) کمان قطعه ۶ به روبه رو (که ∠A۱A۲A۴ زاويهٔ بنابراين است.
کمان قطعه ۳ به روبه رو که چرا است، درجه ۶۰ هم ∠A۲A۱A۵ زاويهٔ اما بود. خواهد درجه ۶۰ متوازی الاضلاع، در آن

پس است.
∠A۲A۱A۵ =∠A۲A۱K = ۶۰○

از است. درجه ۶۰ است) کمان قطعه ۳ به روبه رو (که ∠KA۵A۴ زاويهٔ هم خط اند. K و A۵ ،A۱ نقطهٔ سه بنابراين
طرفی

∠KA۴A۵ =∠A۲A۴A۵ −∠A۲A۴K = ۱۲۰ − ۶۰ = ۶۰
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است. متساوی الاضلاع هم A۴A۵K مثلث پس

A۶A۷M مثلث و A۶A۷M به A۴A۵K مثلث دهيم دوران ساعت گرد طور به دايره مرکز حول درجه ۸۰ را شکل اگر
به K دوران اين با نتيجه در می شوند. تبديل هم به دوران اين طی ضلعی ۹ اضلاع که چرا می شود، تبديل A۸A۹N به
روبه رو (که ∠MKN زاويهٔ است. درجه ۸۰ کوچک تر) دايرهٔ (روی MN کمان پس می شود. تبديل N به M و M

بود. خواهد درجه ۴۰ است) کمان اين به

است خاصيت اين دارای f ∶ A → {۰, ۱, ۲} تابع و باشد صفحه در صحيح مختصات با نقـاط مجموعهٔ A کنيد فرض .۲۸
صحيح، y و x هر برای که

f(x, y) − f(x + ۱, y) − f(x − ۱, y) − f(x, y + ۱) − f(x, y − ۱)

است؟ صحيح گزاره کدام است. بخش پذير ۳ بر

باشد. ثابت تابعی بايد f (۱
شود. تعيين يک تا صورت به f تابع مجموعه، آن در f دانستن با که ندارد وجود متناهی مجموعه ای (۲

تابع است) ناتهی مجموعه اين کنيد (فرض باشد مشخص می کند، اتخاذ را ۱ مقدار آن ها در f که نقـاطی مجموعهٔ اگر (۳
می شود. تعيين يک تا صورت به f

می شود. تعيين يک تا صورت به f تابع بدانيم، است زوج آن ها مؤلفهٔ دو هر که نقـاطی روی را f مقدار اگر (۴
۳ و ۲ گزينه های (۵

حل: راه

است. صحيح (۲) گزينه ی

می دهيم. نشان Z۲ با را صحيح مختصات با نقـاط مجموعه ی

می ناميم. خوب تابع را کند صدق مسأله شرط در که تابعی

است، خوب تابع يک زير تابع که ديد می توان سادگی به زيرا است. غلط (۱) گزاره ی

f(x, y) = ۳ بر (x + y) باقيمانده ی

می کنيم. ارائه تعريف چند ابتدا آن، اثبات برای است. درست (۲) گزاره ی
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(x + ۱, y) و (x − ۱, y) ،(x, y + ۱) ،(x, y − ۱) نقـاط ،(x, y) همسايه های از منظور (x, y) ∈ Z۲ هر برای
هستند.

S عضو همسايه هايش و خودش اگر می گوييم S از درونی نقطه ای را (x, y) آن گاه باشد، Z۲ از زيرمجموعه ای S اگر
باشند.

می کنيم تعريف باشد، S از درونی نقطه ای (x, y) و باشد {۰, ۱, ۲} به S از تابعی f اگر

∆f(x, y) =

۳ بر (f(x, y) − f(x + ۱, y) − f(x − ۱, y) − f(x, y + ۱) − f(x, y − ۱)) باقيمانده ی

می کنيم: تعريف صورت اين به را Bn و An مجموعه های ،n نامنفی صحيح عدد هر برای

An = {(x, y) ∈ Z۲ ∶ ∣x∣ + ∣y∣ = n}

مشخص مختلف رنگ های با Anها زير، شکل در .A۱ = {(۱, ۰), (−۱, ۰), (۰, ۱), (۰,−۱)} ،A۰ = {(۰, ۰)} مثلاً
شده اند.

می کنيم تعريف همچنين
Bn = {(x, y) ∈ Z۲ ∶ ∣x∣ + ∣y∣ ≤ n}

.∆h(x, y) = ۰ ،(x, y) ∈ Bn−۱ هر برای اگر می نامبم خوب را h ∶ Bn → {۰, ۱, ۲} تابع

می کنيم. ثابت را زير لم حال
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خوب تابعی به می توان را h صورت اين در باشد. خوب تابعی h ∶ BN → {۰, ۱, ۲} و طبيعی عددی N کنيد فرض لم:
داد. گسترش Z۲ کل روی

لم: اثبات

بماند. باقی خوب که نحوی به می دهيم گسترش n > N هر برای Bn روی را h تابع استقرايی طور به

که طوری به دهيم گسترش Bn+۱ روی را آن می خواهيم باشد. خوب و باشد شده تعريف Bn روی h کنيد فرض
باشيم داشته (x, y) ∈ An برای که نحوی به کنيم تعريف An+۱ روی را آن است کافی منظور اين به بماند. خوب

است). برقرار Am روی مسأله شرط استقرا فرض بنابر m < n برای (چون ∆h(x, y) = ۰

عضوی هيچ به که An+۱ از اعضايی می دهيم. نسبت را An+۱ از عضوی زير، شکل الگوی طبق ،An اعضای از کدام هر به
ترتيب به را An+۱ وابسته ی اعضای شکل، مطابق می ناميم. وابسته عضو را بقيه و آزاد عضو را نشده اند داده نسبت
وابسته An از عضوی به ،An+۱ وابسته ی عضو «هر است: خاصيت اين دارای شماره گذاری اين می کنيم. شماره گذاری

نيست.» بعدی وابسته ی اعضای از يک هيچ همسايه ی که شده

شماره وابسته ی عضو از شروع با سپس می کنيم. تعريف صفر با برابر An+۱ اعضای همه ی روی را h تابع مقدار ابتدا حال
با شود. صفر است وابسته آن به که عضوی روی ∆h که می دهيم تغيير نحوی به وابسته عضو هر روی را h مقدار ،۱
∆h(x, y) = ۰ ،(x, y) ∈ An هر برای که می آوريم دست به hای تابع نهايت در بالا، در شده بيان خاصيت به توجه

نمی دهد. تغيير قبلی نقـاط در را ∆h مقدار بعدی، وابسته ی اعضای روی h مقدار تغيير که کنيد (توجه

بزرگ با اکنون .∆h(x, y, ) = ۰ داريم ،(x, y) ∈ Bn هر برای و می شود تعريف Bn+۱ کل روی h تابع ترتيب اين به
می شود. تمام لم اثبات و ∆h(x, y) = ۰ که می آوريم دست به Z۲ کل روی h تابع يک دلخواه، به n کردن
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مجموعه ی يک روی را f مقدار کنيد فرض زيرا کرد. ثابت را ۲ گزاره ی درستی راحتی به می توان بالا لم از استفـاده با حال
.S ⊂ BN+۱ که دارد وجود N طبيعی عدد پس است، متناهی S مجموعه ی که آن جا از بدانيم. Z۲ نقـاط از S متناهی
يک منهای و بعلاوه را آن ها ميان در يکی که می دهيم تغيير صورت اين به AN+۱ نقـاط روی را f تابع مقدار اکنون
زيرا است خوب تابعی BN+۱ به g تابع تحديد که کنيد دقت می ناميم. g را مقـادير اين تغيير از حاصل تابع می کنيم.
و f پس است. برابر g با BN+۱ روی که دارد وجود h خوب تابع لم، بنابر پس است. صفر همچنان BN روی ∆g مقدار
مجموعه ی يک روی f دانستن با بنابراين نيستند. برابر هم با کل در ولی برابرند هم با S روی نتيجه در و BN روی h

کرد. تعيين يکتا طور به را آن نمی توان متناهی

و يکسان می کنند اتخاذ را ۱ مقدار که نقـاطی مجموعه ی و هستند خوب دو هر زير، تابع دو زيرا است، غلط (۳) گزاره ی
متفـاوت اند. يکديگر با تابع دو ولی است ناتهی

f(x, y) = ۳ بر (x + y + ۱) باقيمانده ی

f(x, y) = ۳ بر (۲x + ۲y + ۱) باقيمانده ی

است. صحيح (۲) گزينه ی پس است. نادرست نيز (۵) گزينه ی بنابراين

«معتدل» را است، درجه [۴۵, ۹۰] بازهٔ در زاويه هايش همهٔ اندازهٔ و ،[۱, ۲] بازهٔ در عددی ضلعش سه هر طول که مثلثی .۲۹
است؟ چه قدر حداکثر معتدل مثلث دو مساحت اختلاف می گوييم.

هيچ کدام (۵ ۱۲−۳
√

۲
۸ (۴

√
۳ (۳ ۸−

√
۲

۲ (۲ ۳
√

۳
۴ (۱

حل: راه

است. صحيح (۱) گزينه ی

باشد آن زاويه ی بزرگترين A زاويه ی کنيد فرض و باشد مساحت کمترين داری و معتدل مثلثی ABC مثلث کنيد فرض
پس

AB,AC ⩾ ۱,∠A ⩾ ۶۰○⇒ Sin(A) ⩾ Sin(۶۰) ⩾
√

۳
۲

⇒ SABC =
۱
۲ .AB.AC.Sin(A) ⩾

√
۳

۴
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کوچکترين A′ زاويه ی کنيد فرض و باشد مساحت بيشترين داری و معتدل مثلثی A′B′
C
′ مثلث کنيد فرض همچنين

پس باشد آن زاويه ی

A
′
B
′
,A

′
C
′ ⩽ ۲,∠A′ ⩽ ۶۰○⇒ Sin(A′) ⩽ Sin(۶۰) ⩽

√
۳

۲

⇒ SA′B′C′ =
۱
۲ .A

′
B
′
.A

′
C
′
.Sin(A′) ⩽

√
۳

⇒ SA
′
B
′
C
′ − SABC ⩽

۳
√

۳
۴

مساحت کمترين عنوان به را ۱, ۱, ۱ اضلاع با مثلث و مساحت بيشترين با مثلث را ۲, ۲, ۲ اضلاع با مثلث مثال عنوان به
می آيد. بدست بالا نامساوی تساوی حالت که بگيريد نظر در

ضلع  به مثلث هايی به روبه رو شکل به را ۵ ضلع به متساوی الاضلاع مثلثی
به دل خواه برداری شبکه بندی، اين رئوس از يک هر به کرده ايم. تقسيم يک
همه ی مجموع می دهيم. نسبت مثلث اضلاع از يکی با موازی و يک طول

باشد؟ داشته می تواند مختلف حالت چند بردار ها اين

.۳۰

۲۷۷۴ (۵ ۱۳۸۷ (۴ ۷۲۶ (۳ ۳۶۳ (۲ ۱۲۶ (۱

حل: راه

است. صحيح (۴) گزينه ی

آن اندازه ی به و بردارها از هرکدام راستای در ترتيب به متحرکی کنيم فرض می توانيم بردار تعدادی مجموع يافتن برای
باشد متحرک پايانی محل آن انتهای و يادشده متحرک اوليه ی محل آن ابتدای که برداری سپس می کند حرکت بردار
برای ممکن انتهايی نقـاط تعداد است کافی سوال اين پاسخ يافتن برای بنابراين بود. خواهد اوليه بردارهای مجموع
توجه بيابيم. می کند طی را شکل در شده منظور بردارهای همه ی و می کند حرکت به شروع ثابتی نقطه ی از که متحرکی
مرحله هر در کند حرکت به شروع زير شکل در قرمز نقطه ی از متحرک اگر می شود باعث بردارها جهت و طول که کنيد

بماند. باقی سياه نقـاط روی
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۱ شکل

n > ۱ متحرک اگر می دهيم نشان استقرا به بيابيم. را باشد آن ها در می تواند انتها در که نقـاطی تعداد است کافی پس
n ضلع طول با منتظم ضلعی شش يک داخل و مرز گيرد قرار درآن ها نهايت در می تواند که نقـاطی کند حرکت قدم

است. جواب زير شکل نقـاط همه ی n = ۵ برای مثال عنوان به بود. خواهد

۲ شکل

رسيد. زير شکل نقـاط همه ی به می توان قدم دو با که است روشن است. n = ۲ استقرا پايه ی

www.mathysc.com ۳۷ از ۳۵ صفحهٔ



اول مرحلهٔ آزمون حل های راه و سؤالات
کشور رياضی المپياد سومين و سی

۳ شکل

شکل از بيش لايه يک n = k+۱ حالت به مربوط شکل که کنيد توجه می دانيم. n = k برای را حکم کنيد فرض اکنون
اند. شده داده نشان مختلف رنگ های با می شوند اضافه مرحله هر در که نقـاطی زير شکل در مثال برای است. قبلی

۴ شکل

هر علاوه به و رسيد قدم k با می توان خارجی لايه ی از غير نقـاط تمامی به می دانيم استقرا فرض طبق که کنيد توجه
دارد قرار k ضلع طول به و داخلی شش ضلعی در که دارد مجاور خانه ی يک k + ۱ ضلع طول با شش ضلعی در خانه
شش ضلعی اين از خارج نقطه هر طرفی از می شود. ثابت حکم و رسيد می توان قدم k+ ۱ با شکل خانه ی هر به بنابراين
مشابه استقرايی با هم را حکم (اين ندارد. قرمز نقطه ی تا k + ۱ مساوی کمتر طول با مسير هيچ بگيريم نظر در که را
می دانيم حال رسيد. می توان يادشده شش ضلعی نقـاط به دقيقـاً قدم k+ ۱ با می شود ثابت پس گرفت.) نتيجه می توان
توجه است. ما نظر مورد جواب ۲۱ ضلع طول با شش ضلعی يک نقـاط تعداد پس است ۲۱ ما متحرک قدم های تعداد که
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شکل در مثال برای کرد. تقسيم ۲۱ ضلع طول به الاضلاع متساوی مثلث شش به می توان را شش ضلعی اين که کنيد
می کنيد. مشاهده را تقسيم بندی اين ۵ ضلع طول به شش ضلعی به مربوط

۵ شکل

تکراری نقـاط گرفتن نظر در با پس است (n+۲)(n+۱)
۲ برابر n ضلع طول به الاضلاع متساوی مثلثی نقـاط تعداد می دانيم

برابر n ضلع طول به شش ضلعی برای نقـاط کل تعداد فوق) شکل در آبی و نارنجی (نقـاط

۶(n + ۲)(n + ۱)
۲ − ۶ × n − ۵

.۱۳۸۷ با: است برابر ما جواب پس است.
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