
او نام به
خلاقيت آزمون

۱۳۹۳ رياضی، المپياد تابستانی دوره

۹۳/۶/۱۶ يک شنبه
دقيقه ۱۲۰ امتحان مدت

چی! به چی از صعودی تابع .۱

مجموعهٔ دو بين صعودی و پوشا) و يک به (يک دوسويی تابعی آيا که کنيد مشخص (ت) تا (الف) قسمت های از کدام هر در
خير. يا دارد وجود معرفی شده B و A

.B = {x ∈ Q | x <
√۳} و A = {x ∈ Q | x <

√۲} الف.
.B = Q ∪ {π} و A = Q ب.

ابتدا مرتب زوج دو مقـايسهٔ برای که می کنيم تعريف اينگونه را ترتيب (R۲) صفحه نقـاط روی (ت)، و (پ) قسمت های برای
مؤلفه اين اگر و است بزرگ تر مرتب آن زوج می گوييم بود، بزرگ تر يکی برای عدد اين اگر می کنيم، مقـايسه را آن ها اول مؤلفهٔ

می گويند). لغت نامه ای ترتيب ترتيب، اين (به می گيريم بزرگ تر دارد بيش تری دوم مؤلفهٔ که مرتبی زوج بود، برابر دو هر در

(a, b) < (c, d)⇔ (a = c و b < d) يا (a < c)

تعريف ترتيب دارای ديگر مجموعه های و R۲ زيرمجموعه های بين صعودی تابع می توانيم لغتنامه ای، ترتيب گرفتن نظر در با
دهيد. پاسخ رو پيش قسمت دو به توضيحات اين با حال کنيم.

.B = R۲ و A = R پ.
.X = {۲−n | n ∈ N} اين جا در که B = (X ∪ {۰})×X و A = X × (X ∪ {۰}) ت.

از صعودی و پوشا تابعی طور همين و B به A از صعودی و پوشا تابعی که هستند حقيقی اعداد از زيرمجموعه دو B و A ث.
کرد؟ پيدا مجموعه دو اين بين صعودی و پوشا يک، به يک تابعی می توان همواره آيا دارند. وجود A به B
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چاله! چالش .۲

چندوجهی يک دارد. قرار ω دل خواه عرض با و نامتناهی نوار شکل به دره يک آن روی که بگيريد نظر در صاف کاملا زمينی
و بغلتانيم را چندوجهی می خواهيم دارند. قرار دره ديگر سمت در d شعاع با چاله يک و دره سمت يک در ۱ d قطر به
باشند داشته اشتراک نقطه يک حداقـل در همواره زمين و چندوجهی مسير طی در که طوری به بيندازيم چاله درون
به پلی کار اين برای نمی کند.) سقوط دره به باشد داشته تماس زمين با نقطه يک در اگر حتی چندوجهی واقع دنيای (خلاف
انداخت. چاله درون را چندوجهی می توان شده گفته شرايط با کنيد ثابت کرده ايم. احداث دره روی d

۱۰ عرض با مستطيل شکل

می گيرد.) تعلق توجهی قـابل نمرهٔ نيز باشد) نداشته وجود دره (اصلا ω = ۰ خاص حالت برای اثبات (به
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۹۳/۶/۱۶ يک شنبه
دقيقه ۷۵ امتحان مدت

ايرانی! باقی نماندهٔ .۳

را r۱, r۲, . . . , rn دل خواه طبيعی اعداد هم چنين و d۱, d۲, . . . , dn مانند اول هم به نسبت دو به دو طبيعی عدد n الف.
صدق زير هم نهشتی نامعادلات دستگاه در که دارد وجود ،۱ ≤ x ≤ ۳n ،x مانند طبيعی عددی کنيد ثابت بگيريد. نظر در

کند:
x

d۱
̸≡ r۱

x
d۲
̸≡ r۲
...

x
dn
̸≡ rn

اعداد و n > N طبيعی عدد هر برای که دارد وجود N مانند عددی کنيد ثابت ،ε > ۰ حقيقی عدد هر برای ب.
که داشته باشد x مانند طبيعی جوابی بالا دستگاه اولند، هم به نسبت دو به دو diها که r۱, . . . , rn و d۱, . . . , dn طبيعی

.۱ ≤ x ≤ (۲ + ε)n
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لوز! چهار .۴

که طوری است P در لوزی تعدادی دادن قرار ،P لوزی بندی يک از منظور بگيريد. نظر در P مانند را منتظم ضلعی ۲n يک
از ضلع يک درون يا ديگر لوزی های از ضلع يک درون لوزی ها از رأسی هيچ و باشد مجزا هم از درونشان بپوشانند، را P درون

نگيرد. قرار P

بيان n برحسب را ضلع ها و رئوس تعداد همچنين بيابيد. را تابع اين مقدار است. n از تابعی لوزی ها تعداد کنيد ثابت .۱
کنيد.

يک به تبديل P دارند آن موازی ضلعی که لوزی هايی حذف با که شود می يافت ضلعی همواره که است درست آيا .۲
شود؟ می کمتر اضلاع تعداد با چندضلعی

می شوند؟ تبديل هم به زير گام از مرحله چند با لوزی بندی دو هر که است درست آيا .۳

ضلعی شش و کنيم حذف آن لوزی های همراه به را هستند آن شامل لوزی سه فقط که رأسی توانيم می گام هر در
کنيم. لوزی بندی ديگری طريق به را حاصل خالی

کنيد ثابت باشد منتظم ضلعی ۲n يک کردن لوزی بندی روش های تعداد f(n) اگر .۴

n−۱∏
k=۱

((
k

۲

)
+ ۱

)
≤ f(n) ≤

n−۱∏
k=۱

kn−k
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کذايی! چندضلعی .۵

باشد. مختصات محورهای موازی آن اضلاع هرگاه گوييم شبکه ای را سه بعدی) فضای در (چندضلعی فضايی چندضلعی يک
xy موازی صفحه ای در يا زاويه اين که می شود ايجاد قـائمه زاويهٔ يک شبکه ای چندضلعی هر از مجاور ضلع دو هر بين الف.

دارند. يک سان زوجيت نوع، سه اين از زوايا تعداد کنيد ثابت .zx يا و yz يا دارد قرار
باشد. فـاصله يک به آن رئوس همهٔ از که باشد موجود صفحه در نقطه ای هرگاه گوييم، محاطی را شبکه ای چندضلعی يک ب.

است. محاطی نباشند هم صفحه آن رئوس همه که شبکه ای شش ضلعی هر کنيد ثابت
درونی نقطهٔ يک در را آن اضلاع همهٔ صفحه يک که دارد وجود تکراری رأس بدون شبکه ای فضايی ضلعی ۲۰۱۴ يک آيا پ.

کند؟ قطع
می شود، يافت c و b ،a صحيح فواصل با صفحه در نقطه سه کنيد ثابت هستند. يک از بزرگتر طبيعی عدد سه a, b, c ت.

باشد. c و b ،a برابر مختلف راستای سه در آن اضلاع تعداد که طوری باشد موجود شبکه ای چندضلعی يک اگر تنها و اگر

باشيد موفق



او نام به
خلاقيت آزمون
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تابع! يک از جمله ای چند .۶

x هر برای که است تابعی f : R → Z همچنين است. يک از بزرگ تر فرد درجه ی از تکين چندجمله ای p(x) ∈ R[x]

.p(f(x)) = f(p(x)) داريم حقيقی

است. متناهی مجموعه ای f برد کنيد ثابت .۱

دارد. متمايز حقيقی جواب دو حداقـل p(x) = x معادله ی دهيد نشان باشد، ناثابت تابعی f اگر .۲

همه ی در که می شوند پيدا p(x) چندجمله ای و عضوی n برد با f تابع ،n > ۱ طبيعی عدد هر برای دهيد نشان .۳
کنند. صدق مسئله شرايط
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ماشين! تعمير .۷

انگليسی الفبای حروف می توان آن ورودی از که است خروجی يک و ورودی يک دارای M ماشين بدانيد، شايد که همان گونه
می شود. داده نمايش C = {c۱, . . . , cp} رنگ های از يکی لحظه هر در آن خروجی در و کرد وارد را (I (مجموعه ی
آن، ورودی در حرف هر کردن وارد و است S متناهی مجموعه ی اعضای از يکی که دارد وضعيتی لحظه  هر در ماشين اين
است. آن وضعيت از پوشا تابعی هم ماشين خروجی می دهد. تغيير شده تعيين پيش از قـاعده ای تحت را ماشين وضعيت

نداريم. اطلاعی آن وضعيت از مستقيم طور به و می بينيم را ماشين خروجی فقط ما
تابع دو o : S → C و t : S × I → S و متناهی مجموعه هايی S, I, C که M = (S, I, C, t, o) ديگر بيانی به
می کنيم فرض هميشه می کند. تعيين وضعيت حسب بر را خروجی که پوشاست تابعی o و وضعيت تغيير قـاعده ی t هستند.
قـابل يک ديگر از خروجی، مشاهده ی و ورودی در حروف) از (دنباله ای کلمه يک کردن وارد با M متفـاوت وضعيت های که
خروجی نهايت در ماشين، به کلمه آن دادن با که می شود پيدا کلمه ای ،sj و si وضعيت دو هر برای (يعنی هستند. تفکيک

شود.) توليد متمايزی

خروجی های براساس M با کردن کار برای الگوريتمی ،M ماشين برای دستورالعمل يک که می دانيد احتمالاً هم را اين
کردن وارد فرمان های از يکی دستورالعمل، از مرحله هر در دقيق تر عبارت به می شود. منجر پيام يک به نهايت در که است آن
بر باشد)، کاربر برای اطلاعاتی حاوی است ممکن و است دستورالعمل پايان معنای به (که پيام يک يا و ورودی در حرف يک
حروفی تعداد بيش ترين دستورالعمل طول می شود. داده کاربر به است شده مشاهده مرحله اين تا که خروجی هايی اساس

می شود. وارد آن ممکن اجراهای همه ی در که است
است. دو طول به دستورالعمل يک بعد صفحه ی شکل ،C = {red, blue} و I = {a, b} اگر مثلاً

به ورودی عنوان به ab يا aa ،a کلمه های است ممکن شرايط، به بسته و مختلف اجراهای طی دستورالعمل اين در
می گيريم. ۲ را دستورالعمل طول است، ۲ حداکثر کلمات اين طول چون و شود داده ماشين



ببين.. را خروجی .اولين

آبی خروجی
است؟

.

بده را ۱ پيام

.

وارد را a
کن ماشين

.

آبی خروجی
است؟

.

وارد را a
کن ماشين

.

وارد را b
کن ماشين

.

آبی خروجی
است؟

.

بده را ۲ پيام

.

بده را ۳ پيام

.

پايان

.

خير

.

بلی

.

خير

.

بلی

.

خير

.

بلی

طول به کلمه يک ،M متفـاوت وضعيت دو هر برای دهيد نشان دارد. خروجی رنگ p و وضعيت n ،M ماشين .۱
(بعد گرفت. وضعيت دو اين از متفـاوت خروجی دو می توان ورودی در آن کردن وارد با که دارد وجود n− p حداکثر
يک کردن وارد پس می کند، تغيير مشخص قـاعده ای بنابر ماشين خروجی نتيجه در و وضعيت حرف، هر کردن وارد از
در البته می دهد. ما به خروجی ها از اوليه) خروجی احتساب (با k+ ۱ طول به دنباله يک ورودی، در k طول از کلمه

گرفت.) نظر در را خروجی آخرين فقط می توان سؤال اين

انجام که کرد طراحی n۲ حداکثر طول به دستورالعمل يک می توان M مانند n-وضعيتی ماشين هر برای دهيد نشان .۲
يک به (يعنی دهد. اطلاع کاربر به نامعلومی وضعيت هر از شروع با خروجی ها) اساس (بر را دستگاه نهايی وضعيت آن
وارد بايد ورودی ای چه خروجی يک گرفتن برای می دانيم ماشين، وضعيت دانستن با چون کرد. تعمير را ماشين معنی

است!) شده خراب معنی يک به شود گم ماشين وضعيت وقتی و کنيم

کنيد؟ حل نيز n۲
۲ برای را مسئله اين می توانيد
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می شود: تعريف زير شکل به بازگشتی صورت به Kn(x۱, x۲, . . . .xn) چندجمله ای ،n نامنفی صحيح عدد هر برای

K۰ = ۱
K۱(x۱) = x۱

Kn(x۱, . . . , xn) = xnKn−۱(x۱, . . . , xn−۱) + (x۲
n + x۲

n−۱)Kn−۲(x۱, . . . , xn−۲)

.Kn(x۱, x۲, . . . , xn) = Kn(xn, . . . , x۲, x۱) دهيد نشان
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