
او نام به
رياضی المپياد تيم انتخاب آزمون

نيم و ساعت چهار زمان: اول) (روز اول امتحان ۱۳۹۳ فروردين ۲۳ شنبه،

می�کنيم رسم O مرکز به دايره�ای است. ABC حاده�الزاويه�ی مثلث از ω محيطی دايره�ی مرکز O .۱
دايره اين بر A از گذرنده مماس�های تقاطع نقاط را Y و X نقطه�های باشد. مماس BC ضلع بر که
AC موازات به خطی X نقطه�ی از هستند. AO طرف يک B و X که گونه�ای به بگيريد BC ضلع با
Y نقطه�ی از مشابه طور به کند. قطع T در را B نقطه�ی در ω دايره�ی بر مماس خط تا می�کنيم رسم
کنيد ثابت کند. قطع S در را C نقطه�ی در ω دايره�ی بر مماس تا می�کنيم رسم AB موازات به خطی

است. مماس ω بر TS

يک شامل P (Z) = {P (a) : a ∈ Z} که بيابيد را P مثل صحيح ضرايب با چندجمله�ای�های همه�ی .۲
باشد. نامتناهی هندسی تصاعد

و سطرها اگر که صورتی در می�ناميم، خودخواه را نامنفی صحيح عددهای از n × n جدول يک .۳
پايين)، به بالا از و راست به چپ (از کنيم شماره�گذاری ۰, ۱, ۲, . . . , n−۱ شماره�های با را آن ستون�های
جدول مثال برای باشد. jام سطر iهای تعداد برابر (i, j) خانه�ی عدد i, j ∈ {۰, ۱, . . . , n− ۱} هر برای

ندارد. وجود خودخواه جدول n > ۵ برای کنيد ثابت است. ۵× ۵ خودخواه جدول يک زير

باشيد. موفق



او نام به
رياضی المپياد تيم انتخاب آزمون

نيم و ساعت چهار زمان: دوم) (روز اول امتحان ۱۳۹۳ فروردين ۲۴ يک�شنبه،

و a متمايز عدد دو هر برای که بيابيد را {۱, ۲, . . . , ۲۰۱۴} مجموعه�ی جای�گشت�های تعداد حداکثر .۴
باشد. آمده a از بعد دقيقاً b جای�گشت�ها از يکی در حداکثر مجموعه�، اين در b

حاصل�ضرب با x۱, x۲, . . . , xn+۱ مثبت و حقيقی اعداد برای است. شده داده طبيعی عدد يک n .۵
کنيد: ثابت واحد
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می�شود خارج I نقطه�ی از AI بر که عمودی است. داخلی محاطی دايره�ی مرکز I ،ABC مثلث در .۶
نيم�خط�های روی ترتيب به C۱ و B۱ نقطه�های می�کند. قطع C ′ و B′ در ترتيب به را AB و AC اضلاع
محيطی دايره�های برخورد دوم نقطه�ی T اگر .AC = CC۱ ABو = BB۱ که هستند طوری CB و BC

BC روی نقطه�ای ATI مثلث محيطی دايره�ی مرکز کنيد ثابت باشد، AC۱B′ و AB۱C ′ مثلث�های
است.

باشيد. موفق



او نام به
رياضی المپياد تيم انتخاب آزمون

نيم و ساعت چهار زمان: اول) (روز دوم امتحان ۱۳۹۲ ارديبهشت ۱۴ يک�شنبه،

اين به کرده�ايم. شماره�گذاری ۱, ۲, . . . , n اعداد با را آن رأس�های که داريم رأسی n درخت يک .۱
انتخاب قبلاً که يال�هايی از يکی بار هر که می�دهيم تغيير را درخت اين رأس�های شماره�ی صورت
جايی تا را کار اين و می�کنيم عوض هم با را آن� سر دو رأس�های شماره�ی و می�کنيم انتخاب را نشده
شماره�های روی جای�گشتی نهايت در که دهيد نشان شوند. انتخاب� يال�ها همه�ی که می�دهيم ادامه

است. دور يک تنها شامل که شده اعمال درخت اين رأس�های

داخلی محاطی دواير مراکز می�گيريم. درنظر BC ضلع روی را D متغير نقطه�ی ABC مثلث در .۲
(A از غير (به دوم تقاطع ،N و M نقاط هستند. I۲ , I۱ , I ترتيب به ACD و ABD ،ABC مثلث�های
تغيير با کنيد ثابت هستند. ABC مثلث محيطی دايره�ی با IAI۲ و IAI۱ مثلث دو محيطی دايره�های

می�گذرد. صفحه� در ثابتی نقطه�ی از MN خط ،D نقطه�ی مکان

حاصل�ضربشان که طبيعی اعداد از متوالی kتايی�های تعداد ،k > ۱ طبيعی عدد هر برای کنيد ثابت .۳
است. متناهی باشد کامل مربع

باشيد. موفق



او نام به
رياضی المپياد تيم انتخاب آزمون

نيم و ساعت چهار زمان: دوم) (روز دوم امتحان ۱۳۹۳ ارديبهشت ۱۵ دوشنبه،

می�گويند، مربعی(مکعبی) را ۱, ۲, . . . , n از a۱, a۲, . . . , an جای�گشت بگيريد. طبيعی عدد يک را n .۴
باشد. کامل (مکعب) مربع ۱ ≤ i ≤ n− ۱ هر برای aiai+۱ + ۱ هرگاه

وجود ۱, ۲, . . . , n از مربعی جای�گشت يک حداقل ،n طبيعی عدد بی�نهايت برای دهيد نشان الف.
دارد.

ندارد. وجود ۱, ۲, . . . , n از مکعبی جای�گشت nای طبيعی عدد هيچ برای که دهيد نشان ب.

نشان .x۲ + y۲ + z۲ = x۲y۲ + y۲z۲ + z۲x۲ که باشند مثبتی حقيقی اعداد z و y ،x کنيد فرض .۵
دهيد:

(x− y)۲(y − z)۲(z − x)۲ ≤ ۲
(
(x۲ − y۲)۲ + (y۲ − z۲)۲ + (z۲ − x۲)۲

)
پاره�خط�ها اين انتهايی نقطه�ی ۲n بين در و نمی�کنند قطع را يک�ديگر که داريم صفحه در پاره�خط n .۶
رئوس که طوری به يافت ساده ۲nضلعی يک می�توان همواره آيا نيستند. هم�خط نقطه�ای سه هيچ
اين محيط روی يا و داخل کاملاً پاره�خط�ها اين از يک هر ضمناً و باشند، پاره�خط�ها اين سر دو آن

گيرند؟ قرار ۲nضلعی

باشيد. موفق



او نام به
رياضی المپياد تيم انتخاب آزمون

نيم و ساعت چهار زمان: اول) (روز سوم امتحان ۱۳۹۳ ارديبهشت ۱۷ چهارشنبه،

داخلی نيم�ساز پای و BC ضلع با داخلی محاطی دايره�ی تماس محل ترتيب به A۲ و A۱ نقطه�های .۱
فرض می�شوند. تعريف مشابه طور به هم C۲ و C۱ ،B۲ ،B۱ نقطه�های هستند. ABC مثلث از A رأس
به هم C ′ و B′ نقطه�های کند. قطع A′ در را A رأس داخلی نيم�ساز B۲C۲ بر A۱ از وارد عمود کنيد

هستند. هم�نهشت A′B′C ′ و A۱B۱C۱ مثلث دو دهيد نشان می�شوند. تعريف مشابه طور

باشد، f(n) با برابر m مقسوم�عليه�های ((تعداد که: طوری دارد وجود f : N → N غيرهمانی تابع آيا .۲
باشد.)) n با برابر f(m) مقسوم�عليه�های تعداد اگر تنها و اگر

p(x) که هستند حقيقی ضرايب با چندجمله�ای�هايی h(x) و q(x) ،p(x) و طبيعی عدد دو n و m .۳
:x حقيقی عدد هر برای می�دانيم علاوه به است. نزولی

p (q(nx+m) + h(x)) = n (q(p(x)) + h(x)) +m

که ندارد وجود g : R → R تابع دهيد نشان
g(q(p(x)) + h(x)) = g(x)۲ + ۱

باشيد. موفق



او نام به
رياضی المپياد تيم انتخاب آزمون

نيم و ساعت چهار زمان: دوم) (روز سوم امتحان ۱۳۹۳ ارديبهشت ۱۸ پنج�شنبه،

باشيم: داشته مثبت و حقيقی y و x هر برای که بيابيد را f : R+ → R+ توابع همه�ی .۴
f

(
y

f(x+ ۱)

)
+ f

(
x+ ۱
xf(y)

)
= f(y)

هر برای که طوری به است شده داده طبيعی اعداد از X = {x۱ < x۲ < · · · < xn} مجموعه�ی .۵
باشد موجود ۱ ≤ j ≤ n هرگاه می�ناميم، ((خوب)) را a حقيقی عدد .۱ ≤ xi − xi−۱ ≤ ۲ ،۱ < i ≤ n

آن اعضای ميانگين هرگاه می�گوييم، ((متمرکز)) را X از زيرمجموعه يک هم�چنين .|xj − a| ≤ ۱
۲ که

هستند. متمرکز X زيرمجموعه�های از تا ۲n−۳ حداقل دهيد نشان باشد. خوب عددی

محيطی دايره�ی از BC کمان روی نقطه�ای X است. ABC مثلث داخلی محاطی دايره�ی مرکز I .۶
باشند CI و BI بر X از وارد عمودهای پای ترتيب به F و E اگر که گونه�ای به است، مثلث اين
که کنيد ثابت باشد، BC بر I از وارد عمود پای D اگر .MB = MC آن�گاه باشد، EF وسط M و

.∠BAD = ∠CAX

باشيد. موفق


