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چوبه! چند .۱ شماره سؤال
حاصل گراف وضوح به کنيد. وصل هم به را آن در مجاور مربع�های مراکز و بگيريد نظر در +n)مينو ۱) يک الف.
در چوبه، n هر به مربوط +n)مينوی ۱) می�شود. چوبه nيک آن زيردرخت يک حال دارد. يال n پسحداقـل است هم�بند
Mn+۱است. حداقـل هم مقدار اين و است دور بدون چوبه�های n تعداد مساوی يا بزرگ�تر Sn پس است. يک�تا وجود صورت

ب.
را چپ و راست و بالا سمت به nتايی مسيرهای می�توانيم :۱ اول. راه�
مسيرها گونه اين آوريم. دست به Sn برای به�تری پايين کران و بشماريم
هيچ طوری�که به →,←, ↑ نمادهای از nتايی رشته�های تعداد با است متناظر
آن�گاه کنيم نام�گذاری An را رشته�ها اين تعداد اگر باشند. نداشته مجاور →,←

قرار صفحه روی می�توان طريق ۸ به حداکثر را چندچوبه هر زيرا ،۸Sn ≥ An

داد.

می�کند: صدق زير بازگشتی رابطه�ی در An

A۱ = ۳, A۲ = ۷, An = ۲An−۱ +An−۲

آوريد. دست به nتايی رشته�ی هر نماد اولين روی حالت�گيری با را بازگشتی رابطه�ی اين می�توانيد تمرين عنوان به
.t۱, t۲ = ۱±

√
۲ نتيجه در و t۲ = ۲t+ ۱ می�يابيم: را آن ريشه�های و می�دهيم تشکيل را رابطه اين مشخصه�ی معادله�ی

،n = ۱, ۲ اوليه�ی مقدارگذاری با .An = α(۱+
√
۲)n + β(۱−

√
۲)n که: درمی�يابيم بازگشتی رابطه�ی اين حل با

می�آيد: دست به α, β مقدار α(۱+
√
۲) + β(۱−

√
۲) = ۳

α(۳+ ۲
√
۲) + β(۳− ۲

√
۲) = ۷

⇒ α =
۱+
√
۲

۲ , β =
۱−
√
۲

۲

.An = ۱
۲

[
(۱+

√
۲)n+۱

+ (۱−
√
۲)n+۱] پس:

.Sn ≥ An

۸ > (۲/۴۱)n بعد به جايی از پس .∣∣۱−√۲∣∣ < ۱ و ۱+√۲ > ۲/۴۱ طرفی: از

در است. ۶تا ۲چوبه�ها اين تعداد نمی�شوند. تبديل يک�ديگر به انتقـال با که بگيريد نظر در را ۲چوبه�ها همه�ی دوم. راه
× با را پايين�ترين آن�ها بين در و چپ�ترين سمت رأس و ،◦ با را بالاترين آن�ها بين در و راست�ترين، سمت رأس هرکدام

کنيد. مراجعه پرگار فصل�نامه�ی ۹۲ تابستان شماره�ی در چندچوبه» «سرگذشت مقـاله�ی به می�توانيد بيش�تر مطالعه�ی برای ۱



..

۲

.

www.mathysc.com رياضی المپياد ملی کميته�ی وب�گاه

..
۱۳۹۲ خلاقيت آزمون راه�حل

می�کنيم. مشخص

رأس به را هريک رأس× ترتيب به و می�کنيم انتخاب را ۲چوبه�ها اين از تا [n۲ ] بزرگ، کافی اندازه�ی به nهای برای حال
می�کنيم.) وصل ۲چوبه آخرين ِ◦ به هم افقی کبريت چوب يک بود، فرد n (اگر می�کنيم. وصل قبلی ِ◦

تبديل يک�ديگر به انتقـال با که می�آيد دست به چوبه n تا ۶[n۲ ] ترتيب اين به دارند، حالت ۶ ۲چوبه، تا [n۲ ] اين از يک هر
√
۶ ≥ ۲/۴ طرفی از .۸Sn ≥ ۶[n۲ ] ≥

√
۶n−۱ پس: است. آمده شکل ۶[n۲ ] اين بين در بار ۸ حداکثر چوبه n هر نمی�شوند.

.Sn ≥ (۲/۴)n بعد: به جايی از پس

می�کنيم. اثبات را مسئله زير لم از استفـاده با هم بالا کران برای
کند. عبور بار يک دقيقـاً يال هر از که دارد وجود دوری است، زوج رأس هر درجه�ی آن در که هم�بند گراف هر در لم.

می�شود. نتيجه حکم می�شويم وارد آن به که رأسی هر از شدن خارج و رأس يک از شروع و يالها تعداد روی استقرا با اثبات.

يافت گراف آن در دور يک بالا قضيه�ی طبق آن�گاه کنيم، زوج را چندچوبه گراف از رأس هر درجه�ی می�توانستيم اگر پس
۲n با گراف يک صورت اين در کنيم. رسم بار دو را يال هر می�توانيم مثلاً کند. عبور بار يک دقيقـاً يال هر از که می�شد
يال�ها همه�ی از که دارد وجود گراف اين در دوری بالا قضيه�ی طبق پس است. زوج رأس هر درجه�ی آن در که داريم يال
برای بالايی کران است کافی است. nچوبه�ها تعداد مساوی يا بيش�تر شبکه روی ۲n طول به دورهای تعداد پس کند. عبور

بيابيم. شبکه روی ۲n طول به دورهای تعداد
↑,→, نمادهای←,↓ از استفـاده با رشته�های۲nتايی تعداد با است برابر حداکثر هم شبکه روی ۲n طول به دورهای تعداد
تعدادی انتخاب با است برابر هم تعداد اين باشد. برابر باهم →,←ها تعداد و باهم، ,↑ها ↓ تعداد رشته هر در طوری�که به
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بقيه�ی →در دادن قرار ←و برای باقی�مانده مکان�های نصف انتخاب سپس و ،↓ برای مکان تعداد همان و ↑ برای مکان
يعنی: جاها.

n∑
k=۱

(۲n
k

)(۲n− k

k

)(۲n− ۲k
n− k

)
می�آيد: دست به بالا عبارت کردن ساده با

n∑
k=۱

(۲n
k

)(۲n− k

k

)(۲n− ۲k
n− k

)
=

n∑
k=۰

(۲n)!
k!k!(n− k)!(n− k)!

=

(۲n
n

) n∑
k=۱

(
n

k

)(
n

k

)
=

(۲n
n

)۲

است. ۱۶n حداکثر nچوبه�ها تعداد آن تبع به و شبکه، روی ۲n طول به دورهای تعداد پس .(۲nn )۲ ≤ (۲۲n)۲ = ۱۶n و

شکل در B يا A نقطه�ی از اگر n > ۷ برای است. نادان مقـابل چندچوبه�ی n = ۷ برای ج.
زيرا است نادان حاصل چندچوبه�ی برويم، راست يا بالا سمت به يال n − ۷ و کنيم شروع زير
حداقـل پس داشت. نخواهد همسايه�ای پاره�خط اين ،XYعمودی پاره�خط شامل چندچوبه در

يافتيم. نادان چوبه�ی n تا ۲n−۷ + ۲n−۷ = ۲n−۶

راست و بالا سمت به نامتناهی مسير يک آن، از نسخه بی�نهايت با و بگيريد نظر در راست و بالا سمت به مسير يک د.
دهيد. تشکيل

هيچ در اوليه مسير با حاصل مسير دهيم، انتقـال چپ و بالا سمت به واحد يک را راست و بالا نامتناهی مسير اگر .۱ لم
ندارد. اشتراک نقطه�ای

سمت به x انتقـال�يافته و x پس باشند. داشته اشتراک x مثل نقطه�ای در انتقـال�يافته�اش و مسير يک کنيد فرض اثبات.
است. تناقض در مسير بودن راست و بالا با چيزی چنين که هستند اوليه مسير روی دو هر راست، و پايين

می�دهيم. قرار کنارش در را مسير اين از چپ و بالا سمت به انتقـال�يافته نسخه نهايت بی و بناميد L را نامتناهی مسير حال
می�ناميم. L′ را ( y = x (خط سوم و اول ربع نيم�ساز به نسبت L قرينه حال ندارند. اشتراک مسيری دو هيچ ۱ لم طبق

ندارند. اشتراک يالی هيچ در L,L′ .۲ لم

چيزی چنين که هستند L روی دو هر ،y = x خط به نسبت e متقـارن و e پس باشد. L,L′ در e يال کنيد فرض اثبات.
است. تناقض در L بودن راست و بالا با
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اشتراک مسيری دو هيچ و داد قرار صفحه روی را چپ) و بالا سمت (به آن�ها انتقـال�يافته�های و L,L′ می�توان نتيجه در
پايين (يا چپ و بالا سمت به قدر آن را آن و بگيريد نظر در را e يال می�شود. پوشيده يال هر می�کنيم ادعا حال ندارند. يالی
حالت در رأس، يک در يا و است افتاده اتفـاق يال يک در يا برخورد اين کند. برخورد L مسير به تا دهيد انتقـال راست) و

است. L′ انتقـال�يافته�ی روی e دوم حالت در و است L انتقـال�يافته�ی روی e اول

می�رسيم: زير کران به کنيم استفـاده ۴چوبه�ها از ۲چوبه�ها جای به (ب)، قسمت دوم حل راه در اگر پايين کران برای ه�.
.Sn ≥

(
۴√۸۸

)n ∼ (۳/۰۶)n

است. شده رسم بار يک حداقـل چوبه n هر می�کنيم ادعا و می�کنيم رسم هم�بند ۱۶شکل × ۸n حداکثر بالا کران برای
برای حالت ۲۴ و می�زنيم علامت را آن می�کنيم، رسم رأس يک اول مرحله�ی در می�کنيم: رسم صورت اين به را اشکال

است. شده رسم شکل ۱۶ اين�جا تا پس می�کنيم. رسم را آن به متصل يال�های
اين به می�کنيم. رسم را آن�ها و می�سازيم جديدتر شکل ۸ حداکثر قبلی، مرحله�ی در رسم�شده شکل هر از مرحله، هر در
در و راست�ترين سمت رأس علامت�نخورده�اش، رئوس بين در و می�گيريم نظر در را رسم�شده اشکال از يک هر که صورت
بين در است. هم�بند شکل زيرا است شده رسم رأس اين يال�های از يکی حداقـل می�زنيم، علامت را بالاترين آن�ها بين
کردن اضافه با جديدی شکل و می�کنيم انتخاب را آن�ها از برخی حالت ۲۳ = ۸ حداکثر به رأس اين به منتهی ديگر يال�های

می�کنيم. رسم يال�ها اين
حداکثر چوبه n هر طرفی از است. قبلی مرحله�ی برابر ۸ حداکثر آن�ها تعداد و هستند هم�بند اشکال مرحله هر در پس

پس: می�شود. رسم مرحله n حداکثر از پس حتماً نتيجه در دارد، رأس n+ ۱
Sn ≤ ۱۶+ ۱۶× ۸+ ۱۶× ۸۲ + ...+ ۱۶× ۸n−۱ ≤ ۱۶× ۸n

.۱۶× ۸n ≤ (۸/۰۱)n < ۱۲n بعد: به جايی از و
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دواير! بين فـاصله�ی .۲ شماره سؤال
می�دانيم: ،ω۲ = C(O۲, R۲) و ω۱ = C(O۱, R۱) اگر می�دهيم. نشان C(O,R) با را R شعاع و O مرکز به دايره�ی

d(ω۱, ω۲)
۲
= O۱O۲

۲ − (R۱ −R۲)
۲

ω۲ و ω۱ که اين با است معادل موضوع اين باشد. نامنفی راست سمت عبارت اگر تنها و اگر است تعريف�شده d(ω۱, ω۲) و
باشند. داخلی مماس يا و نباشند متداخل

داريم: .ωi = C(Oi, Ri) و ω = C(O,R) دهيد قرار الف.
۱
n

n∑
i=۱

d(ω, ωi)
۲
=

۱
n

n∑
i=۱

OO۲
i +

۱
n

n∑
i=۱

(R−Ri)
۲

داريم: آن�گاه بگيريم، R۱, . . . , Rn اعداد ميانگين را R̄ اگر
۱
n

n∑
i=۱

(R−Ri)
۲
= R۲ − ۲RR̄+

۱
n

n∑
i=۱

R۲
i = (R− R̄)

۲
+

۱
n

n∑
i=۱

(R̄−Ri)
۲

داشت: خواهيم بناميم، O۱, . . . , On نقـاط ثقـل مرکز را Ō اگر مشابه، طور به
۱
n

n∑
i=۱

OOi
۲ = OŌ۲ +

۱
n

n∑
i=۱

ŌO۲
i

بنابراين کنيم) استفـاده �Riها برای مشابه رابطه�ی از و بگيريم نظر در را نقـاط اين مختصات بايد رابطه اين اثبات (برای
۱
n

n∑
i=۱

d(ω, ωi)
۲
= OŌ۲ + (R− R̄)

۲
+

۱
n

n∑
i=۱

ŌO۲
i +

۱
n

n∑
i=۱

(R̄−Ri)
۲

می�کند. صدق مسأله خاصيت در C(Ō, R̄) دايره�ی پس
ω = C(O,R) اگر می�کنند. صدق فرضمسئله در که باشند دايره دو ω̄۲ = C(P۲, r۲) و ω̄۱ = C(P۱, r۱) کنيد فرض حال

می�گيريم: نتيجه آن�گاه است، متخارج ω̄۲ و ω̄۱ و ω۱, . . . , ωn همه�ی با که بگيريم دايره�ای را

d(ω, ω̄۱)
۲ − d(ω, ω̄۲)

۲
= Constant

⇒ OP ۲
۱ −OP ۲

۲ + (R− r۱)
۲ − (R− r۲)

۲
= Constant

⇒ OP ۲
۱ −OP ۲

۲ − ۲R(r۱ − r۲) = Constant

است.) ثابت مقدار يک Constant از منظور (که
در و P۱ = P۲ بنابراين است. ثابت مقداری نيز OP ۲

۱ − OP ۲
۲ بنابراين .r۱ = r۲ می�گيريم نتيجه O نگه�داشتن ثابت با

است. مسئله جواب تنها ω̄ = C(Ō, R̄) پس .ω̄۱ = ω̄۲ نتيجه

.O = (x, y) و Oi = (xi, ۰) کنيد فرض هم�چنين .ω = C(O,R) و ωi = C(Oi, Ri) دهيد قرار i = ۱, ۲ برای ب.
بنويسيم: می�توانيم

x۳ = x۱ + α(x۲ − x۱) = (۱− α)x۱ + αx۲

است، R۲ و R۱ با برابر به�ترتيب ω۲ و ω۱ خارجی مشترک مماس از O۲ و O۱ فـاصله�ی چون است. حقيقی عدد يک α که
اين به باشد، منفی مطلق قدر داخل (اگر |(۱− α)R۱ + αR۲| با است برابر خط اين از O۳ فـاصله�ی که می�گيريم نتيجه
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بنابراين: هستند). مذکور خط طرف دو در O۱ و O۳ که است معنی
R۳ = |(۱− α)R۱ + αR۲|

می�دانيم: باشد. α = ۱
۲ ،ω۳ به مربوط رابطه�ی در يعنی که ω̄ = C

((
x۱+x۲

۲ , ۰
)
, R۱+R۲

۲
) با است برابر نيز ω۲ و ω۱ ثقـل مرکز

d(ω, ω۱) = d(ω, ω۲)

⇒ OO۲
۱ − (R−R۱)

۲
= OO۲

۲ − (R−R۲)
۲

⇒ OO۲
۱ −OO۲

۲ = R۲
۱ −R۲

۲ − ۲R(R۱ −R۲)

⇒ (x− x۱)
۲ − (x− x۲)

۲
= R۲

۱ −R۲
۲ − ۲R(R۱ −R۲)

⇒ ۲x(x۱ − x۲)− ۲R(R۱ −R۲) = x۲
۱ − x۲

۲ −R۲
۱ +R۲

۲

داريم: حال

d(ω, ω۳)
۲
= (x− x۳)

۲
+ y۲ − (R−R۳)

۲

= (x− ((۱− α)x۱ + αx۲))
۲
+ y۲ − (R− ((۱− α)R۱ + αR۲))

۲

= ((x− x۱) + α(x۱ − x۲))
۲
+ y۲ − ((R−R۱) + α(R۱ −R۲))

۲

ضريب است. α برحسب ۲ درجه چند�جمله�ای يک d(ω, ω۳)
۲ بنابراين متغير. را α و بگيريد ثابت را ω۲ و ω۱ ،ω دايره�های

است. تعريف�شده d(ω۱, ω۲) زيرا است نامنفی مقدار اين که (x۱ − x۲)
۲− (R۱ −R۲)

با۲ است برابر چند�جمله�ای اين در α۲

با: است برابر α ضريب هم�چنين
۲(x۱ − x۲)(x− x۱)− ۲(R۱ −R۲)(R−R۱)

با: است برابر مقدار اين آورديم، به�دست R و x بين که رابطه�ای طبق
x۲
۱ −R۲

۱ − x۲
۲ +R۲

۲ − ۲x۱(x۱ − x۲) + ۲R۱(R۱ −R۲) = −(x۱ − x۲)
۲
+ (R۱ −R۲)

۲

داخل مماس ω۱, ω۲ (يعنی باشند صفر با برابر ضرايب اين که صورتی در هستند. يک�ديگر قرينه�ی α و α۲ ضريب بنابراين
و می�افتد اتفـاق α = ۱

۲ به�ازای d(ω, ω۳) مقدار کم�ترين صورت، اين غير در است. α از مستقـل d(ω, ω۳) مقدار باشند)،
می�شود. ثابت حکم

(در است فـاصله يک به دايره سه اين از صفر شعاع با دايره�ای عنوان به ،ω۳ و ω۲ و ω۱ اصلی مرکز که کنيد توجه ابتدا ج.
می�زنيم: حدس پس باشد). آن�ها خارج که صورتی

C۲ و C۱ مستقيم تجانس مرکز آن�گاه باشد، فـاصله يک به ω۲ و ω۱ دايره�ی دو از C۲ و C۱ دايره�ی دو از يک هر اگر لم.
مساوی آن�ها شعاع (يعنی باشد نشده تعريف C۲ و C۱ مستقيم تجانس مرکز که صورتی در است. ω۲ و ω۱ اصلی محور روی

است. ω۲ و ω۱ اصلی محور با موازی C۲ و C۱ خط�المرکزين باشد)،

آن�ها دوبه�دوی اصلی محور�های آن�گاه نباشند، هم�خط ω۳ و ω۲ ،ω۱ مراکز که صورتی در باشد. درست لم کنيد فرض
که صورتی در می�کند. صدق مسئله شرايط در ω۳ و ω۲ ،ω۱ اصلی مرکز فوق لم طبق حال نيستند. موازی و هم�رس�اند
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از دايره يک حداکثر آن�گاه باشند، متمايز اصلی محورهای اگر هستند. موازی اصلی محور�های باشند، هم�خط آن�ها مراکز
است. درست مقدم انتفـاء به حکم و است فـاصله يک به ωiها همه�ی

(x, ۰) نقطه�ی اگر .Pi = (ai, bi) و Oi = (xi, ۰) کنيد فرض .Ci = C(Pi, ri) و ωi = C(Oi, Ri) دهيد قرار اول. راه�
آن�گاه: باشد، ω۲ و ω۱ اصلی محور روی

(x− x۱)
۲ −R۲

۱ = (x− x۲)
۲ −R۲

۲ ⇒ x =
x۲
۱ − x۲

۲ −R۲
۱ +R۲

۲
۲(x۱ − x۲)

آورديم: به�دست (ب) قسمت اثبات در می�ناميم. c را فوق مقدار است. ω۲ و ω۱ اصلی محور معادله�ی رابطه، اين
۲ai(x۱ − x۲)− ۲ri(R۱ −R۲) = x۲

۱ −R۱
۲ − x۲

۲ +R۲
۲ ⇒ ai = ri

R۱ −R۲
x۱ − x۲

+ c

آن فـاصله�های نسبت به توجه با .S = (۱−α)P۱ +αP۲ بنويسيم می�توانيم پس است. P۱P۲ روی C۲ و C۱ تجانس مرکز
با: است برابر S اول مؤلفه�ی بنابراين .(r۱ ̸= r۲ که صورتی (در S = r۲

r۲−r۱
P۱ − r۱

r۲−r۱
P۲ ديد: می�توان ،P۲ و P۱ از

r۲a۱ − r۱a۲
r۲ − r۱

=
۱

r۲ − r۱

[
r۲

(
r۱
R۱ −R۲
x۱ − x۲

+ c

)
− r۱

(
r۲
R۱ −R۲
x۱ − x۲

+ c

)]
= c

است. ω۲ و ω۱ اصلی محور روی S بنابراين
ω۲ و ω۱ اصلی محور موازی C۲ و C۱ خط�المرکزين پس .a۱ = a۲ داشت خواهيم فوق روابط طبق ،r۱ = r۲ که صورتی در

است.

X۱ ،B ،A شکل با مطابق را آن�ها تقـاطع�های و کنيد رسم را ωj و Ci مشترک�های مماس از يکی ،j و i هر برای دوم. راه�
استدلال ديگر حالت�های در باشد. زير شکل به شبيه مسئله شکل که می�کنيم حل حالتی در تنها را مسئله بناميد. X۲ و
باشد معتبر حالت�ها همه�ی در که حلی راه نوشتن شوند. انتخاب مناسبی طور به مشترک�ها مماس بايد (البته است مشابه
به ω۲ و ω۱ از C۱ که اين به توجه با است). خارج خواننده حوصله�ی از که دارد زيادی نمادگذاری�های و تعاريف به نياز
به است. ω۲ و ω۱ اصلی محور روی Aپس است. فـاصله يک به دايره دو اين از نيز A که می�گيريم نتيجه است، فـاصله يک
مماس دو و ω۱ بر X۱ از شده رسم مماس دو برابری به توجه با هم�چنين است. آن�ها اصلی محور روی نيز B مشابه، طور
AX۱BX۲ چهارضلعی اضلاع امتداد بنابراين BX۱ + AX۱ = BX۲ + AX۲ می�آوريم: دست به ،ω۲ بر X۲ از شده رسم
و C مستقيم تجانس مرکز B و است C۱ و C مستقيم تجانس مرکز A حال مماس�اند. C مثل دايره يک بر شکل مطابق

می�شود. ثابت حکم و است AB روی C۲ و C۱ مستقيم تجانس مرکز تجانس، مرکز سه قضيه�ی طبق پس .C۲
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خير. د.
باشيم: داشته بايد فرض طبق بناميد. dij را Oj و Oi فـاصله�ی و ωi = C(Oi, Ri) دهيد قرار

d۲ij − (Ri −Rj)
۲
= ۱

تغييری فوق روابط برابر، مقدار به شعاع�ها همه�ی کاهش يا افزايش با پس می�شود، ظاهر روابط اين در �Riها تفـاضل چون
است. ω۲ و ω۱ اصلی محور روی O۴ .R۱ ≥ R۲ ≥ R۳ کنيد فرض هم�چنين .R۴ = ۰ کنيم فرض می�توانيم پس نمی�کنند.

داريم: زير شکل مطابق

a۲ + x۲ −R۲
۱ = ۱

a۲ + y۲ −R۲
۲ = ۱

(x+ y)
۲ − (R۱ −R۲)

۲
= ۱

می�آوريم: به�دست سوم رابطه�ی از اول رابطه�ی دو کردن کم با
۲xy + ۲R۱R۲ + ۲− ۲a۲ = ۱⇒ a =

√
۱
۲ + xy +R۱R۲
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داريم: اول رابطه�ی دو تفـاضل با طرفی x۲از − y۲ = R۲
۱ −R۲

۲

x+ y = d۱۲
⇒ x− y =

R۲
۱ −R۲

۲
d۱۲

⇒ {x, y} = d۱۲
۲ ±

R۲
۱ −R۲

۲
۲d۱۲

⇒ xy =
d۲۱۲
۴ − (

R۲
۱ −R۲

۲
d۱۲

)
۲

بنابراين:

a =

√
۱
۲ +

d۲۱۲
۴ −

(R۲
۱ −R۲

۲)
۲

۴d۲۱۲
+R۱R۲

می�آوريم: به�دست R۳ اندازه�ی به شعاع سه هر کردن کوچک با مشابه، طور به می�کنيم. بررسی را ω۱, ω۲, ω۳ وضعيت حال

b =

√
۱
۲ +

d۲۱۲
۴ −

((R۱ −R۳)
۲ − (R۲ −R۳)

۲
)
۲

۴d۲۱۲
+ (R۱ −R۳)(R۲ −R۳)

می�گيريم: نظر در حالت دو

داريم: صورت اين در باشند. O۱O۲ خط طرف دو O۴ و O۳ کنيد فرض اول. حالت •
O۳O

۲
۴ −R۲

۳ = ۱⇒ ۱+R۲
۳ = O۳O

۲
۴ ≥ (a+ b)

۲ ≥ a۲ + b۲

داريم: اما
a۲ >

۱
۲ +R۱R۲

b۲ >
۱
۲ + (R۱ −R۳)(R۲ −R۳)

بنابراين:
R۲

۳ > R۱R۲ + (R۱ −R۳)(R۲ −R۳)⇒ (R۱ +R۲)R۳ > ۲R۱R۲

است. متناقض R۱ ≥ R۲ ≥ R۳ با اين اما
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صورت: اين در هستند. O۱O۲ خط طرف يک O۴ و O۳ دوم. حالت •

۱+R۲
۳ = (a− b)

۲
+ (x− z)

۲
= (a۲ + x۲) + (b۲ + z۲)− ۲ab− ۲xz

= ۱+R۲
۱ + ۱+ (R۱ −R۳)

۲ − ۲ab− ۲xz

⇒ ۰ = ۱+ ۲R۲
۱ − ۲R۱R۳ − ۲ab− ۲xz

⇒ ۴ab+ ۴xz = ۲+ ۴R۱(R۱ −R۳)

می�آوريم: به�دست d۲۱۲ = ۱+ (R۱ −R۲)
۲ دادن قرار با طرفی از

a =

√
۱
۲ +

d۲۱۲
۴ −

(R۲
۱ −R۲

۲)
۲

۴d۲۱۲
+R۱R۲ =

√
۳
۴ +

(R۱ +R۲)
۲

۴ − (R۱ −R۲)
۲
(R۱ +R۲)

۲

۴(۱+ (R۱ −R۲)
۲
)

مشابه: طور به و

b =

√
۳
۴ +

(R۱ +R۲ − ۲R۳)
۲

۴ − (R۱ −R۲)
۲
(R۱ +R۲ − ۲R۳)

۲

۴(۱+ (R۱ −R۲)
۲
)

دهيم: قرار اگر پس

t := R۱ −R۲

s := R۱ +R۲ − ۲R۳

r := R۱ +R۲

آن�گاه:

a =

√
۳
۴ +

r۲

۴ −
r۲t۲

۴(۱+ t۲)
=

√
۳
۴ +

r۲

۴(۱+ t۲)

b =

√
۳
۴ +

s۲

۴(۱+ t۲)

هم�چنين:
xz = (

d۱۲
۲ +

R۲
۱ −R۲

۲
۲d۱۲

)(
d۱۲
۲ +

(R۱ −R۳)
۲ − (R۲ −R۳)

۲

۲d۱۲
) =

۱+ t۲

۴ +
rt

۴ +
st

۴ +
rst۲

۴(۱+ t۲)

داريم: حال

۴ab+ ۴xz = ۲+ ۴R۱(R۱ −R۳)

⇒

√(
۳+ r۲

۱+ t۲

)(
۳+ s۲

۱+ t۲

)
+ ۱+ t۲ + rt+ st+

rst۲

۱+ t۲
= ۲+ (r + t)(s+ t)

می�آوريم: به�دست کردن ساده و ۱+ t۲ در ضرب √با
(۳+ ۳t۲ + r۲) (۳+ ۳t۲ + s۲) = ۱+ t۲ + rs

است. تناقض در کوشی-شوارتز نامساوی با اين اما



..

۱۱

.

www.mathysc.com رياضی المپياد ملی کميته�ی وب�گاه

..
۱۳۹۲ خلاقيت آزمون راه�حل

توابع! توليد .۳ شماره سؤال
می�دهيم. نمايش fk با را f ◦ f ◦ · · · ◦ f︸ ︷︷ ︸

k

اختصار به

دهيد: قرار الف.

f(x) =



۲ x = ۱
۳ x = ۲
۱ x = ۳
x x /∈ {۱, ۲, ۳}

g(x) =



۳ x = ۱
۱ x = ۲
۲ x = ۳
x x /∈ {۱, ۲, ۳}

.f ۲ (x) = g (x) , g۲ (x) = f (x) می�شود ديده سادگی به

که موجودند n و mطبيعی اعداد پس .f → g, g → f که است موجود g مثل تابع يک حداقـل کنيد فرض ب.
که می�کند توليد را مختلف تابع mn− ۱ حداکثر f پس .fmn (x) = f (x) نتيجه در .fm (x) = g (x) , gn (x) = f (x)

است. متناهی تعداد اين

کنيد: فرض دارد. وجود تابعی چنين ج.

g (x) =

 x+ ۱ x ∈ Z

x x /∈ Z

به دارد وجود k > ۱ طبيعی عدد و f حقيقی تابع کنيد فرض نمی�کند. توليد را g تابعی هيچ می�کنيم ثابت خلف برهان با
z+۱ = g (z) = fk (z) = f (z) پس f (f (z)) = f (z) آن�گاه f (z) /∈ Z اگر z ∈ Z هر برای .fk (x) = g (x) که طوری

داريم: z ∈ Z هر برای حال است. صحيح عددی صحيح، عدد هر f پس است. تناقض در f (z) نبودن صحيح با که
f (z) + ۱ = g (f (z)) = fk+۱ (z) = f (g (z)) = f (z + ۱) .

در ولی f (z) = z + t ،z صحيح عدد هر برای که دارد وجود t يعنی است، انتقـال تابع صحيح اعداد روی f تابع بنابراين
کند. توليد را g تابع که ندارد وجود f پس است. k > ۱ با تناقض در که .z + ۱ = g (z) = fk (z) = z + kt صورت اين

۳n = ۵m بنابراين .x۳n = fmn (x) = x۵m صورت اين در .fm (x) = x۳, fn (x) = x۵ که m,nموجودند فرضکنيد د.
است. تناقض که

می�کنيم: ثابت را حکم زير لم از استفـاده با ه�.
آن�گاه باشند خطی چندجمله�ای�های fa (x) , f b (x) که باشند موجود a > b طبيعی اعداد f حقيقی تابع برای اگر لم.

است. خطی هم fa−b (x)

می�دهيم قرار a۱x + a۰ = fa−b (b۱x+ b۰) نتيجه در .fa (x) = a۱x + a۰, f b (x) = b۱x + b۰ کنيد فرض اثبات.
هم fa−b (y) پس بگيرد خود به می�تواند را مقـادير همه�ی y چون و fa−b (y) = a۱

b۱
y+

(
a۰ − a۱b۰

b۱

)
پس .y = b۱x+ b۰

است. خطی تابعی

تقسيم الگوريتم به توجه با و بالا لم طبق آن�گاه .(m,n) = d و fm (x) = P (x) , fn (x) = Q (x) کنيد فرض حال
می�کند. توليد را P (x) , Q (x) وضوح به که است خطی تابعی هم fd (x)



..

۱۲

.

www.mathysc.com رياضی المپياد ملی کميته�ی وب�گاه

..
۱۳۹۲ خلاقيت آزمون راه�حل

تپل! چندضلعی .۴ شماره سؤال
C۱ طولِ فرض، بنابر بناميد. C۲ را بزرگ�تر کمان و C۱ را y و x بين کوچک�تر کمان باشد. بيشينه وتر xyکنيد فرض الف.
به نيم�دايره�ی دهيم نشان می�خواهيم می�دهيم. نشان d(a, b) با را محيط روی نقطه دو فـاصله�ی است. p

۴ از کوچک�تر
دارد. قرار چندضلعی درون است، C۲ طرف در که xy قطر

دارد. اشتراک y و x در تنها xy پاره�خط با C۲ .۱ لم

کمان هستند. داخلی وترهايی yz و xz وضوح به باشد. y و x بين و xy پاره�خط روی C۲ از نقطه�ای z کنيد فرض اثبات.
مشابهاً دارد. تناقض xy بودن بيشينه با اين و d(x, z) > d(x, y)صورت آن در زيرا بگذرد y از نمی�تواند z و x بين کوتاه�تر
حالی�که در می�کنند افراز را چندضلعی محيط yz و xz ،xy پسکمان�های بگذرد. x از نمی�تواند نيز z و y بين کوتاه�تر کمان
اشتراک yو x در تنها xy پاره�خط با C۲ که می�دهد نشان تناقض اين است. p

۴ حداکثر کدام هر طول بودن، تپل فرضِ بنابر
دارد.

.y برای مشابهاً دارد. قرار نيم�دايره از خارج ،C۲ با x به متصل ضلع اشتراک .۲ لم

ضلعی همان روی و x به نزديک بسيار و C۲ روی و نيم�دايره درون نقطه�ای را z نباشد. طور اين کنيد فرض اثبات. اثبات.
است). امکان�پذير کار اين ۱ لم به توجه (با کند قطع سرش دو در تنها را چندضلعی yz که طوری به بگيريد دارد قرار x که
yxz کمان پس شد انتخاب xبه نزديک بسيار z چون و نيست بيش�تر p

۴ از طولش y و x بين کوچک�تر کمان چون اکنون
دارد. تناقض xy بودن بيشينه با اين و است zو y بين کوچک�تر کمان

.(y و x در جز (به ندارد تقـاطعی نيم�دايره با C۲ .۳ لم

را فـاصله کم�ترين خاصيت اين با نقـاط بين در و دارد قرار نيم�دايره درون که بگيريد نظر در C۲ روی نقطه�ای را z اثبات.
هستند. داخلی وترهای yz و xz می�کنيم ادعا دارد). xy از مثبتی فـاصله�ی نقطه اين ،۲ و ۱ لم (بنابر دارد xy پاره�خط با
تناقض z انتخاب نحوه�ی با اين که می�گيرد قرار xyz مثلث درون z′ مانند چندضلعی از نقطه�ای صورت اين غير در چون

دارد.

زيرا بگذرد y از نمی�تواند z و x بين کوتاه�تر کمان است. ۱ لم مشابه اثبات ادامه�ی هستند. داخلی وترهای yz و xz پس
از نمی�تواند نيز z و y بين کوتاه�تر کمان مشابهاً دارد. تناقض xy بودن بيشينه با اين و d(x, z) > d(x, y) صورت آن در
کدام هر طول بودن، تپل فرضِ بنابر حالی�که در می�کنند افراز را چندضلعی محيط yz و xz ،xy کمان�های پس بگذرد. x

است. p
۴ حداکثر

چندضلعی صورت اين غير در چون نمی�کند قطع را آن نيز C۱ پس نمی�کند. قطع را نيم�دايره C۲ ،۳ لم به توجه با اکنون
دارد. قرار چندضلعی درون کاملاً نيم�دايره پس می�کند. قطع را خودش
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بناميد. C۲ را بزرگ�تر کمان و C۱ را y و x بين کوچک�تر کمان قبل قسمت مشابه باشد. بيشينه وتر xyکنيد فرض ب.
است. p

۴ از کوچک�تر C۱ طولِ فرض، بنابر
ناحيه�ی را نيم�دايره دو اين اشتراک می�کنيم. رسم دارد قرار C۲ که xy از طرفی در و ۱ شعاع به نيم�دايره�هايی y و x مرکز به

دارد. قرار چندضلعی درون S ناحيه�ی دهيم نشان می�خواهيم می�ناميم. S

دارد. اشتراک yو x در تنها xy پاره�خط با C۲ .۱ لم

(الف). قسمت مشابه اثبات.

.y برای مشابهاً دارد. قرار S ناحيه�ی از خارج ،C۲ با x به متصل ضلع اشتراک .۲ لم

قرار x که ضلعی همان روی و x به نزديک بسيار و C۲ روی و S درون نقطه�ای را z نباشد. طور اين کنيد فرض اثبات.
اکنون است). امکان�پذير کار اين ۱ لم به توجه (با کند قطع سرش دو در تنها را چندضلعی yz که طوری به بگيريد دارد
کمان yxz کمان پس شد انتخاب xبه نزديک بسيار z چون و نيست بيش�تر p

۴ از طولش y و x بين کوچک�تر کمان چون
دارد. تناقض xy بودن بيشينه با اين و است zو y بين کوچک�تر

.(y و x در جز (به ندارد تقـاطعی S ناحيه�ی با C۲ .۳ لم

را فـاصله کم�ترين خاصيت اين با نقـاط بين در و دارد قرار S ناحيه�ی درون که بگيريد نظر در C۲ روی نقطه�ای را z اثبات.
هستند. داخلی وترهای yz و xz می�کنيم ادعا دارد). xy از مثبتی فـاصله�ی نقطه اين ،۲ و ۱ لم (بنابر دارد xy پاره�خط با
تناقض z انتخاب نحوه�ی با اين که می�گيرد قرار xyz مثلث درون z′ مانند چندضلعی از نقطه�ای صورت اين غير در چون

دارد.

تپل فرضِ بنابر پس است ۱ مساوی کم�تر آن�ها طول پس دارد قرار S درون z چون و هستند داخلی وترهای yz و xz پس
x بين کوتاه�تر کمان است. ۱ لم مشابه هم اثبات ادامه�ی است. p

۴ مساوی کم�تر محيط روی آن�ها سر دو فـاصله�ی بودن،
کوتاه�تر کمان مشابهاً دارد. تناقض xy بودن بيشينه با اين و d(x, z) > d(x, y) صورت آن در زيرا بگذرد y از نمی�تواند z و
آن�ها طول حالی�که در می�کنند افراز را چندضلعی محيط yz و xz ،xy کمان�های پس بگذرد. x از نمی�تواند نيز z و y بين
غير در چون نمی�کند قطع را آن نيز C۱ پس نمی�کند. قطع را S ناحيه�ی C۲ ،۳ لم به توجه با اکنون است. p

۴ مساوی کم�تر
می�توان راحتی به اکنون دارد. قرار چندضلعی درون کاملاً S ناحيه�ی پس می�کند. قطع را خودش چندضلعی صورت اين

می�گيرد. جای S ناحيه�ی درون ۱
۴ شعاع به دايره يک که ديد

به را آن می�توان دوم گزاره بنابر داد. جای آن در ۱
۴ شعاع به دايره�ای نمی�توان که داريم تپلی چندضلعی کنيد فرض ج.

باشد. واحد حداکثر مثلث�ها همه�ی اضلاع طول که نحوی به کرد مثلث�بندی داخلی وترهای وسيله�ی
جزء .xy مثلاً بگيريد نظر در دارد را سرش دو بين محيط روی فـاصله�ی بيش�ترين که را يکی داخلی وتر�های بين در اکنون
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است: ممکن حالت دو می�ناميم. C را y و x بين چندضلعی محيط بزرگ�تر

باشد. چندضلعی از ديگر رأسی شامل C اول. حالت •
کوتاه�تر کمان اکنون است. مثلث�بندی مثلث�های از يکی xyz که دارد وجود Cروی z مانند رأسی حتماً حالت اين در
مشابهاً تناقضدارد. xy انتخاب نحوه�ی با اين و d(x, z) > d(x, y)صورت آن در زيرا بگذرد y از نمی�تواند z و xبين
در می�کنند افراز را چندضلعی محيط yz و xz ،xy کمان�های پس بگذرد. x از نمی�تواند نيز z و y بين کوتاه�تر کمان

است. p
۴ مساوی کم�تر آن�ها از هريک طول بودن، تپل فرض بنابر حالی�که

نباشد. چندضلعی از ديگری رأس هيچ شامل C دوم. حالت •
با اين که باشد y و x بين محيط بزگ�تر جزء ضلع اين حال، عين در و باشد چندضلعی ضلع بايد xy حالت اين در

است. تناقض در مثلث نابرابری

است. اول گزاره�ی برای نقض مثال يک زير شکل باشد کوچک کافی اندازه�ی به ϵ اگر د.
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رفته! دست از اعداد جست�وجوی در .۵ شماره سؤال
نتيجه در و مثبت نيز اوليه اعداد پس مثبتند زير�جمع�ها چون می�گيريم. نظر در را عدد کوچک�ترين زيرجمع�ها بين در الف.

بگيريد. a۱ ≤ · · · ≤ an را اوليه اعداد است. اوليه اعداد ميان عدد کوچک�ترين همان زيرجمع کوچک�ترين
زيرجمع�ها از بودند. شده مشخص يک�تا صورت به a۱, . . . , ai کنيد فرض حال . آورديم دست به را a۱ ما اين�جا تا پس

باشد. ai+۱بايد عدد کوچک�ترين باقی�مانده�ها ميان در می�کنيم. حذف می�شوند، ساخته عدد i اين با که را آن�هايی

جبری) ساختاری، (اثبات اول راه ب.
بر عبارت تقسيم با (۱+ xa۱) · · · (۱+ xan) = xs۱ + · · ·+ xs۲n . a۱ ≤ · · · ≤ ak < ۰ ≤ ak+۱ ≤ · · · ≤ an کنيد فرض

داريم: xs۱(
۱+ x−a۱

)
· · ·

(
۱+ x−ak

)
(۱+ xak+۱) · · · (۱+ xan) = xs۱−s۱ + · · ·+ xs۲n−s۱

را .xs۱ بخواهيم اگر که کنيم ثابت بايد اکنون می�آيند. دست به |ai|�ها مقـادير (الف)) (قسمت مثبت حالت به توجه با که
انجام کار اين طريق دو به که کنيد فرض شود. پخش پرانتز�ها بين می�شود يک�تا طريق يک به کنيم ضرب طرف دو در
|ai|�ها از زير�جمع ۲ که است اين معادل اين پس کنند. تفـاوت نبايد قدر�مطلق�ها شدن پخش اين در کنيد توجه پذيرد.

يعنی: بود. خواهد −s۱ ai۱∣∣برابر |+ · · ·+| ail |=| ail+۱ |+ · · ·+| aik
∣∣

ظاهر منفی صورت به اوليه اعداد ز |ai۱ |, . . . , | ail حالت| يک در صورت اين در اما کرديم) حذف را مشترک (انديس�های
است. تناقض اين و می�شود صفر آن�ها مجموع پس مثبت، صورت به ∣∣ail+۱ |, . . . , | aik

∣∣ و شده
می�آيند. دست به يک�تا اوليه�مان اعداد درنتيجه و کنيم پخش پرانتزها در می�توانيم يک�تا صورت به پس

خوش�تعريف نتيجه در و هستند مثبت حقيقی اعداد به مثبت حقيقی اعداد از تابع يک ما عبارت�های که کنيد توجه نکته.
هستند!

ترکيببياتی) وجودی، (اثبات دوم. راه
قدر کوچک�ترين دو اين تفـاضل که است واضح بگيريد. نظر در را بزرگی) نظر (از آن قبلی عدد و عدد بزرگ�ترين ابتدا
و بگيريد S را تهی) مجموعه�ی (زيرجمع صفر هم�راه به زيرجمع�ها مجموعه�ی بود. خواهد اوليه�مان اعداد ميان در مطلق

بناميد. d را مطلق قدر کوچک�ترين
برابرند. A,B خود آن�گاه A∪

(A+ d) = B
∪

(B + d) = S اگر لم.

Aدر بايد x− d ان�گاه باشد آمده A+ d در اگر که چرا آمده، Aدر xکه می�دانيم بناميد x را S در عدد کوچک�ترين اثبات.
Bدر xمشابه طريق به است. تناقض اين و است کم�تر عدد اين d > ۰ چون ولی باشد آمده بايد Sدر درنتيجه و باشد آمده
می�کنيم تکرار را روند همين و کرده حذف S از را x, x+ d حال است. آمده B + d و A+ d در x+ d درنتيجه و آمده نيز

.A = B پس هستند مساوی هم با دو دوبه A,B اعضای که می�شود نتيجه

که (A (مانند يافت می�توان را زيرجمع�ها از يک�تا مجموعه�ای زير که می�کنيم ثابت می�گرديم. باز سوال اثبات به حال
n − يک�تای۱ مجموعه�ی يک زيرجمع�های مجموعه�ی A مجموعه�ی استقرا بنابر صورت اين در .S = A

∪
(A+ d)
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می�شود. حل مسئله و بود خواهد عضوی
مجموعه�ی باشد. اوليه اعداد مجموعه عضو d ديگر حالتی در و باشد اوليه اعداد مجموعه عضو d حالتی در کنيد فرض حال
S = A

∪
(A+ d) = پس می�ناميم. B دوم حالت در و A اول حالت در را ديگر عدد n − ۱ زيرجمع�های همه�ی

تعدادی مجموع پس باشد. B عضو بايد d پس است A عضو صفر .A = B − d داريم لم بر بنا نتيجه در .B∪
(B − d)

نشان حاصل تناقض می�شود. ظاهر صفر مجموع کنيم اضافه آن�ها به هم را d اگر که است شده d دوم حالت در اعداد از
است. يک�تا نظر مورد مجموعه�ی که می�دهد

کافی است. برابر {−۱,−۲, ۳} زيرمجموعه�های همه�ی مجموع�های با {۱, ۲,−۳} زيرمجموعه�های همه�ی مجموع�های ج.
کنيم. اضافه مجموعه دو هر به صفر تا ۱۳۸۹ است
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آب�دوغ�خيار! سياره�ی جهان�گردان .۶ شماره سؤال
است. سوال حل کليد که می�کنيم توجه زير زيبای لم به ابتدا

قسمت يک در که بگيريد نظر در را δ, σ هم�جهت دور دو لم.
قسمت�های حذف با و دور دو اين اجتماع را ϕ دور باشند، مشترک
پس جهان�گرد δ, σ مسير�های در اگر حال می�گيريم. نظر در مشترک
مسير پيمودن از پس شود، برابر κσ, κδ سرمايه�اش دور يک اتمام از
κϕ = داريم: واقع در شد. خواهد برابر κσ × κδ سرمايه�اش ،ϕ

.κσκδ

ϕ مسير در که δ, σ از يال�هايی و است. آمده δ, σ مسير�های از يکی دقيقـاً در ϕ مسير يال هر که کنيد توجه اثبات. اثبات.
خنثی را يک�ديگر κσ × κδ در مشترک يال�های پس است. متفـاوت جهتشان و بوده ميسر دور اين دوی هر در نيامده�اند

باشد. برقرار κϕ = κσκδ رابطه�ی که می�شوند موجب ديگر يال�های و می�کنند

به را ۱۳۹۲وجهی کل نقطه�ای تصوير با و گرفته نظر در را آن دل�خواه رأس يک بگيريد. نظر در را ۱۳۹۲وجهی يک حال
و رفته بی�نهايت چندضلعی مانند نواحی به نظر مورد رأس مجاور وجوه که کنيد توجه می�دهيم. انتقـال صفحه يک روی

ماند. خواهند چندضلعی ، آن روی بسته خط�شکسته��های هر و وجهی ۱۳۹۲ وجوه ديگر

رأس به مثال برای می�دهيم. نسبت پادساعت�گرد و ساعت�گرد جهت در را رأس آن به متصل يال�های ضرب رأس هر به
دور ساعت�گرد و نزديک دور يک دقيقـاً اگر پس می�دهيم. نسبت را ۱

۶ پادساعت�گرد مقدار و ۶ ساعت�گرد مقدار زير، شکل
می�شود. برابر ۶ سرمايه�يمان بزنيم، رأس اين

هر که می�کنيم توجه ابتدا اثبات برای دارد. بستگی مسير آن درون رئوس مقـادير به تنها مسير هر κ که می�کنيم ادعا حال
می�توان آن امتداد و پاره�خط هر گرفتن نظر در با است. يک برابر κ دارای باشد، نداشته رأسی هيچ خود درون که مسيری
قطع طرف دو از برابر اندازه�ی به را پاره�خط ندارد، رأسی خود درون که مسيری هر که کرد ثابت را نکته اين سادگی به

می�کند.
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هر از را مسير اين می�توان داشته�باشيم، κ نهايی ضريب با دل�خواه مسيری اگر که کنيد توجه نکته اين به دوم لم عنوان به
اصلی مسير با مشترکی يال و می�گذرد نظر مورد کشور از که بسته مسيری کافی�است اثبات برای کرد شروع دل�خواه کشور
داد. خواهد ما به κضريب با مناسب مسير کار اين اول لم طبق کنيم. اضافه اصلی مسير به را درونشنيست رأسی هيچ و دارد

اين رئوس دور بگيريد. نظر در را ساعت�گرد مسير يک کرد. کامل را قسمت اين اثبات می�توان نکته اين از استفـاده با اکنون
توجه اکنون می�پوشانيم. رأس از خالی دور�های با نيز را مسير باقی می�کنيم. رسم رأس به نزديک و مجزا دور�هايی مسير
ساعت�گرد مقدار برابر آن به نزديک� و رأس يک شامل دور�های κ و است واحد برابر رأس از خالی دور�های اين κ که کنيد
ضرب برابر اصلی مسير κ که کرد ادعا می�توان استقرا از استفـاده و سوال ابتدای کليدی لم به توجه با است. رأس اين

است. مسير درون ساعت�گرد مقـادير

مقدار تعدادی حاصل�ضرب برابر است، پادساعت�گرد يا ساعت�گرد که اين به توجه با بگيريم نظر در که را مسير هر κ پس
پادساعت�گرد يا و ساعت�گرد مسير دو حداکثر رئوس از زيرمجموعه هر برای پس است. رئوس پادساعت�گرد يا ساعت�گرد
ما به κ يک حداکثر مسير اين پس است يک κ دارای رأس از خالی مسير که اين به توجه با داريم. رئوس اين شامل

است. صفحه در رئوس تعداد v که داشت توليد متمايز κ تا ۲v − ۱ می�توان حداکثر کل در پس می�دهد.
دارد. وجود متمايز درونی رئوس با مسير تعداد اين که می�کنيم ثابت حال

دارد. وجود مسير� κ = برای که کند توجه ابتدا
پادساعت�گرد) يا (ساعت�گرد جهت�گذاری هر و رئوسصفحه از ناتهی زيرمجوعه�ی هر برای که می�دهيم نشان کار ادامه برای
باشند دور درون است قرار که رئوسی دور کار اين برای کرد. پيدا دل�خواه جهت با و رئوس اين شامل مسيری می�توان

آيد. دست به مناسب مسير تا می�کنيم تلفيق هم با شکل مانند را دور�ها اين و کرده رسم کوچکی دور�های

متمايز κدارای متمايز، درون رئوس با مسير دو هر که کرد گذاری عدد طوری را مرز�ها می�توان دهيم نشان است کافی حال
برابر �κی متمايز، درونی رئوس با مسير دو کنيد فرض می�دهيم. قرار متمايز اول اعداد مرز�ها روی کار اين برای باشند.
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آن�ها مقدار ضرب که يافت رأس تعدادی می�توان اول لم از استفـاده با باشند، داشته� برابر جهت دور دو هر اگر �باشند. داشته
و ساعت�گرد يکی هم اگر کرد. رد را اين می�توان سادگی به که باشد يک برابر پادساعت�گرد) تعدادی و ساعت�گرد (تعدادی
نيستند تهی کدام هيچ که اين به توجه با و يک�ديگرند مکمل مسير دو اين که کرد ادعا می�توان باشد، پادساعت�گرد ديگری

می�دهد. ما به متمايزی �κی متمايز جهت و متمايز رأس�های انتخاب همواره پس رسيد. تناقض به می�توان سادگی به
برای پس بود. خواهد ۲v − ۱ برابر متمايز �κهای تعداد حداکثر که کرد ادعا می�توان شد گفته چه آن به توجه با پس
(هر چندضلعی�ها زوايای محاسبه�ی بار دو با که شوند ماکزيمم صفحه در رئوس تعداد است کافی تعداد اين شدن ماکزيمم
که می�رسيم نتيجه اين به درجه) ۱۸۰ حداقـل زاويه�ی نامتناهی) و (متناهی چندضلعی هر و دارد درجه ۳۶۰ زاويه�ی رأس
تنها تساوی حالت که می�رسيم نتيجه اين به اثبات حين در است. ۲ × ۱۳۹۲ − ۵ برابر حداکثر صفحه روی رئوس تعداد
در رأس تعداد اين کرد. خواهد کمک تساوی حالت ساخت در را ما اين و باشند ۳ درجه رئوس تمام که می�دهد رخ وقتی

باشيم. داشته رأس ۲× ۱۳۹۲− ۴ فضا در که می�آيد دست به وقتی صفحه
و ۱۳۹۰ضلعی آن قـاعده�ی دو که بگيريد نظر در منشور يک است کافی دهد. رخ دارد امکان حالت اين کنيد توجه حال

دارد. رأس ۲× ۱۳۹۲− ۴ و دارد وجه ۱۳۹۰ است، محدب چندوجهی اين باشند. مستطيل�هايی آن جانبی وجوه
داريم. هم مثال آن برای و است ۲v − ۱ برابر سوال توسط شده خواسته بيشينه�ی پس
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جالب! معادلات جالب خواص .۷ شماره سؤال
برای بنابراين باشد. x اولشان مؤلفه�ی که هستند S عضو متناهی تعدادی حداکثر ثابت، x هر برای که کنيد دقت الف.
مؤلفه�ی برای مشابهاً باشد. کم�تر R از آن�ها اول مؤلفه�ی که هستند S اعضای از متناهی تعداد حداکثر ،R مثبت عدد هر

است. برقرار گزاره اين هم دوم
از (منظور می�کند صدق S از نقطه بی�نهايت در که باشد درجه کم�ترين با جالب معادله�ای P۰(x) = Q۰(y) کنيد فرض
نقـاطی مجموعه است). متغيره دو چندجمله�ای يک عنوان به P (x)−Q(y) درجه�ی ،P (x) = Q(y) معادله�ی درجه�ی
می�کند. صدق S در که کنيد فرض دل�خواهی معادله�ی را P (x) = Q(y) بناميد. S′ را می�کند صدق آن در معادله اين که

داريم: می�کنيم، چندجمله�ای تقسيمِ Q۰ بر را Q و P۰ بر را P اکنون

P (x) = A(x)P۰(x) +B(x)

Q(y) = C(y)Q۰(y) +D(y)

صحيح عدد .degD < degQ۰ و degB < degP۰ و هستند گويا ضرايب با چندجمله�ای�هايی D و C ،B ،A که طوری به
داريم: بنابراين شوند. صحيح ضرايب همه�ی می�شود ضرب چندجمله�ای�ها اين در وقتی که بگيريد طوری را N

NP (x) = A′(x)P۰(x) +B′(x)

NQ(y) = C ′(y)Q۰(y) +D′(y)
(∗)

هستند. صحيح ضرايب با چندجمله�ای�هايی D′ و C ′، B′،A′ که طوری به
مانند صحيح عددی برابر P۰(x) = Q۰(y) و a مانند صحيح عددی برابر P (x۰) = Q(y۰) که می�دانيم ،(x۰, y۰) ∈ S′ اگر

می�آوريم: دست به کنيم، کم هم از را (∗) معادله�ی دو اگر اکنون است. b

(
A′(x۰)− C ′(y۰)

)
b = B′(x۰)−D′(y۰) (∗∗)

آن�گاه: ،|x| , |y| > R اگر که دارد مثبتRوجود عدد بنابراين .degD′ < degQ۰ و degB′ < degP۰ که می�دانيم طرفی از

|B′(x)| < |P۰(x)|
۲ , |D′(y)| < |Q۰(y)|

۲
بايد که می�شود نتيجه معادله�ی(∗∗) از که حالی در |B′(x)−D′(y)| < b مثلث، نابرابری بنابر |x۰|, |y۰| > R اگر نتيجه در
B′(x) = D′(y) از جوابی (x۰, y۰) يعنی ،A′(x۰)−C ′(y۰) = ۰ نتيجه در و B′(x۰)−D′(y۰) = پس۰ باشد، بخش�پذير b بر
پس .|x| , |y| > R داريم اعضا بقيه�ی برای عضو متناهی جز به داديم، ابتدا در که توضيحی بنابر طرفی از هست. نيز
است. کم�تر P۰(x) = Q۰(y) معادله�ی از درجه�اش حال عين در و دارد S در جواب بی�نهايت نيز B′(x) = D′(y) معادله�ی

.B′(x) = D′(y) = c يعنی باشند، برابر) (و ثابت D′و B′ که است اين ممکن حالت تنها اين بنابر

معادله�ی يک هنوز A′(x) = C ′(y) معادله�ی اگر حال . A′(x) = NP (x)−c
P۰(x)

, C ′(y) = NQ(y)−c
Q۰(y)

داريم بنابراين
که می�شود نتيجه کار اين ادامه�ی با می�کنيم. تکرار را بالا استدلال و کرده تقسيم Q۰ بر را C ′ و P۰ بر را A′ باشد، جالب
P (x) = Q(y)معادله�ی يعنی .Q(y) = F (Q۰(y)) و P (x) = F (P۰(x)) که دارد وجود گويا ضرايب با F (x)چند�جمله�ای

می�شود. نتيجه P۰(x) = Q۰(y) از
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می�کنيم. استفـاده حکم اثبات برای زير لم از ب.

R(x) و T (x) چندجمله�ای�های و N صحيح عدد دارند وجود آن�گاه ،d| degP = dm و باشد تکين P (x) ∈ Z[x] اگر لم.
T (x)

d ≤ NP (x) < بزرگ، کافی اندازه�ی به x برای و ،NP (x) = (T (x))
d
+ R(x) که: طوری به صحيح ضرايب با

(T (x) + ۱)d

کار اين برای باشد. (m − ۱)d از کم�تر درجه�ی از P (x) − T۱(x)
d که ميابيم طوری را T۱(x) چندجمله�ای ابتدا اثبات.

کنيد: فرض
P (x) = xmd + amd−۱x

md−۱ + · · ·+ a۰

که: بيابيم طوری را b۰, . . . , bm−۱ ضرايب است کافی T۱(x) = xm + bm−۱xm−۱ + · · ·+ b۰ دهيد قرار و
(xm + bm−۱x

m−۱ + · · ·+ b۰)
d
= xmd + amd−۱x

md−۱ + · · ·+ amd−dx
md−d + cmd−d−۱x

md−d−۱ + · · ·

آورد. دست به را T۱ و کرد تعيين بازگشتی طور به می�توان را ضرايب

بنابراين کرد. صحيح را ضرايب همه�ی n صحيح عدد کردن ضرب با می�توان سپس می�شوند. گويا اعدادی T۱ ضرايب
S۲ پيشروی ضريب اگر حال .degS۲ < (m− ۱)d و N = nd آن در که NP (x)− T۲(x)

d
= S۲(x) و T۲(x) = nT۱(x)

.S(x) = NP (x)− T (x)و T (x) = T۲(x)− می�دهيم:۱ قرار بود منفی اگر و است حل مسأله بود، مثبت
و N صحيح عدد بالا، لم بنابر .d|(degP, degQ) کنيد فرض می�کنيم. خلف فرض می�گرديم. باز اصلی مسأله به اکنون

که: طوری به دارند وجود صحيح ضرايب با V و U ، R ، T چندجمله�ای�های
NP (x) = (T (x))

d
+R(x) , NQ(y) = (U(y))

d
+ V (y)

بزرگ، کافی اندازه�ی به y و x برای و
T (x)

d ≤ NP (x) < (T (x) + ۱)d, U(y)
d ≤ NQ(y) < (U(y) + ۱)d

بی�نهايت جالب، معادله�ی دو اين پس .T (x) = U(y) که می�شود نتيجه بالا رابطه�ی از ،P (x) = Q(y) هرگاه اکنون
می�شوند. توليد معادله يک توسط دو هر (الف) قسمت بنابر نتيجه در و دارند مشترک جواب
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گويا! پنج�ضلعی .۸ شماره سؤال
می�شويم: متذکر را لازم نکته�ی چند حکم اثبات از قبل

می�شود: تعريف صورت اين به آن�ها «ناهمساز» نسبت باشند، �خط يک روی نقطه� چهار B۴ و B۳ ،B۲ ،B۱ اگر .۱ نکته
(B۱B۲, B۳B۴) =

|B۱B۳|
|B۱B۴|

/
|B۲B۳|
|B۲B۴|

با جهت هم اين�که به بسته پاره�خط هر طول و می�شود گرفته نظر در Biها از گذرا خط برای جهت يک تعريف اين (در
می�شود.) گرفته نظر در منفی يا مثبت باشد، آن خلاف يا خط جهت

است: ديگر خط روی کانون يک از تصوير به نسبت آن بودن ناوردا چهارتايی�ها، ناهمساز نسبت خاصيت مهم�ترين
(B۱B۲, B۳B۴) = (C۱C۲, C۳C۴).

هستند.) هم�خط نقـاطی (Biها آورد: دست به ناهمساز نسبت تعريف از محاسبه اندکی با می�توان را زير روابط

(B۱B۲, B۳B۴) = (B۳B۴, B۱, B۲) (۱) رابطه�ی

(B۱B۴, B۳B۲) =
(B۱B۲, B۳B۴)

(B۱B۲, B۳B۴)− ۱ (۲) رابطه�ی

(B۱B۲, B۳B۴)(B۱B۲, B۴B۵) = (B۱B۲, B۳B۵) (۳) رابطه�ی

صورت: به آن�ها از گذرنده خط معادله�ی باشند، صفحه در گويا مختصات با نقطه دو (x۲, y۲) و (x۱, y۱) اگر .۲ نکته�
y − y۱
x− x۱

=
y۲ − y۱
x۲ − x۱

می�توان راحتی به می�گوييم. «گويا» خطی چنين به کرد؛ بيان گويا اعداد با می�توان نيز را خط اين معادله�ی نتيجه در است.
علی�الخصوص گوياست. عددی خط، يک روی گويا نقـاط فواصل نسبت و گوياست نقطه�ای گويا، خط دو تقـاطع که ديد

گوياست. هم�خط، گويای نقطه�ی چهار ناهمساز نسبت

برای که باشد گويا پنج�ضلعی يک A۱ . . . A۵ کنيد فرض می�رويم. خلف برهان از استفـاده با مسأله حکم اثبات سراغ به حال
خطوط Aiها، بودن گويا به توجه با هم�رسند. Oمانند نقطه�ای در A۱B۱, . . . , A۴B۴ مثل AiBi خطوط از تا چهار آن،
همه�ی و شده�اند نام�گذاری شکل در که نقـاطی همه�ی نتيجه در هستند. گويا همگی خطوط اين تقـاطع�های و آن�ها واصل

هستند. گويا می�شوند، ساخته آن�ها با که ناهمسازی نسبت�های
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داريم: بالا شکل به توجه با می�ناميم. λ را (B۱A۳, A۲B۴) ناهمساز �نسبت

λ = (B۱A۳, A۲B۴) = (B۱A۴, Y A۵) (B۲ از (تصوير
λ = (B۱A۳, A۲B۴) = (B۱B۴, A۲U) (O از (تصوير

همين�طور:

λ = (B۱A۳, A۲B۴) = (A۵Z,A۱B۴) (B۳ از (تصوير
= (UA۳, B۱B۴) (O از (تصوير
= (B۱B۴, UA۳) ((۱) (رابطه�ی

:(۳) و (۲) روابط به توجه با درنتيجه
λ۲ = (B۱B۴, A۲U)(B۱B۴, UA۳) = (B۱B۴, A۲A۳) =

λ

λ− ۱ .

گويا با AiBi خطوط از چهارتا هم�رسی پس ندارد! گويا ريشه�ی که است X۲ = X + ۱ معادله�ی ريشه�های از يکی λ پس
نيست. سازگار A۱A۲A۳A۴A۵ پنج�ضلعی بودن
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