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  !چوبه چند. 1

چوب کبریت افقی یا عمودي به طول  �، شکلی همبند است که با چوبه �یک 

 شوندتقارن به یکدیگر تبدیل می که با دوران و را هاییشکلشود. ساخته میواحد 

   شود.چوبه دیده می5ها و یک چوبه3ي مثلاً در شکل روبرو همه یکی میگیریم.

ها به یکدیگر به مربع واحد از روي یال �شکلی است که با چسباندن  مینو �یک 

   هاي متصل در شکل یافت شود.دست آید به طوریکه بین هر دو مربع واحد مسیري از مربع

بالا داریم   هايها باشد. مثلاً با توجه به شکلمینو �تعداد  ��ها و چوبه �تعداد  ��فرض کنید 

�3 = �3و   5 = 2.  

��طبیعی داریم:  �ثابت کنید به ازاي هر   الف) ≥ ���1  

��2.4هاي به اندازه کافی بزرگ داریم:  �ثابت کنید براي   ب)
�
≤ �� ≤ 16

�
  

  

پاره خطی به طول واحد در صفحه است که  ايیال شبکهیک 

هرگاه به  ،گوییم داناچوبه را . یک چندباشدمختصات رئوس آن صحیح 

را فرش کرد (استفاده  ايهاي شبکهیال يمجموعه آن بتوان يوسیله

 نامیم.می نادان از دوران و تقارن مجاز است). در غیر این صورت آن را

 .است دانا ي چوبه4که  هددشکل مقابل نشان میبراي مثال 

 ن است.نادا  يچوبه5 شود کههمچنین به سادگی دیده می

2حداقلثابت کنید   )ج
��6

 جود دارد.و ناداني چوبه �تا   

  .است دانا رود، یم بالا ای راست سمت به هربار که ریمس کی شکل به چندچوبه هر دیکن ثابت  )د

  

3هاي به اندازه کافی بزرگ داریم:  �ثابت کنید براي (نمره اضافه)   )ه
�
≤ �� ≤ 12

�
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  !بین دوایر يهفاصل. 2

,�بین دو دایره  يهفاصل می کنیم و با نماد ها تعریف را برابر با طول مماس مشترك خارجی آن ′�

�(�, ها بین آن يهاگر دو دایره مماس مشترك خارجی نداشته باشند، فاصل نمایش می دهیم. (��

ي دو دایره ي به شعاع صفر است و فاصلهتوجه کنید که یک نقطه هم یک دایره شود.تعریف نمی

  تواند صفر باشد.می

,�1تعدادي دایره ثابت  مرکزثقل.الف)  … , در  ��ید دایره یکتاي نشان دهدر صفحه داریم.  ��

میانگین مربعات فواصل  منهاي ��و  � ي بینفاصلهمربع ، �صفحه وجود دارد که براي دایره متغیر 

 یعنی: هایی که همه این فواصل تعریف شده هستند).�عددي ثابت باشد (به ازاي  ها�� و �بین 

∀�:    �(�, ��)2 −
1

�
∑ �(�, ��)2�

��1
=    مقدار ثابت

,�1 مرکز ثقلرا  ��  … ,   ، زیرا خاصیت فوق مشابه خاصیت مرکز ثقل نقاط است.نامیممی ��

 دلخواهی يرا دایره �3فاصله باشد. هم �2و   �1از دوایر  � يفرض کنید دایره عمود منصف.ب) 

 �2و  �1است و بر مماس مشترك خارجی  �2و  �1المرکزین  بگیرید که مرکز آن روي خط

 » �3و  �بین  يفاصله« از  » �2و   �1و مرکز ثقل  �بین  يفاصله« مماس است. ثابت کنید 

  (در صورتی که این فواصل همگی تعریف شده باشند) بیشتر نیست.

ها از هایی را در نظر بگیرید که هر کدام از آندایره يرا مجموعه همه ∁ محیطی. يمرکز دایرهج) 

وجود دارد که  در صفحه ثابتی ياست. ثابت کنید نقطه هم فاصله �3و  �2 ،�1ثابت  يسه دایره

  است. ∁اعضاي مرکز تجانس مستقیم دو به دوي 

واحد  برابر هر دو تا از آنها يفاصلهآیا چهار دایره در صفحه وجود دارد که  چهاروجهی منتظم.د) 

  باشد؟
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 !توابع دیتول. 3

  

�د (و با نماد کنمی تولیدرا  �تابع  �می گوییم تابع حقیقی  → از  �نمایش می دهیم)، اگر  �

����موجود باشد که:  �با خودش بدست آید؛ یعنی عدد طبیعی  �ترکیب چندباره  … ���������
� بار

= �  

� به دنبال یافتن خواصی براي این رابطه هستیم. مثلاً به راحتی می توان ثابت کرد که اگر → و   �

� → ℎ  آنگاه� → ℎ(خاصیت ترایایی) .  

  

�دو تابع حقیقی   الف) ≠ �مثال بزنید که  � → �, � → �. 

�وجود دارد که  �، تعداد متناهی تابع �ثابت کنید به ازاي هر تابع حقیقی  ب) → �, � → �.  

  وجود دارد که هیچ تابعی جز خودش، آن را تولید نکند؟ �آیا تابع  ج)

  را تولید کند؟ �5و  �3وجود دارد که  �آیا تابع  د)

,�اي درجه یک جملهدو چند ثابت کنید اگر تابعی )ه اي یک چندجملهرا تولید کند آنگاه  �

,�درجه یک نیز    کند.را تولید می �



  به نام او

  آزمون خلاقیت
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 20/6/1392چهارشنبه 

  دقیقه 150مدت امتحان 

  

 . چندضلعی تپل!4

یم، در گویمی چندضلعی تپل، است � کند و داراي محیط را که خودش را قطع نمی �چندضلعی 

,�ي صورتی که براي هر دو نقطه باشد،  1آنها در صفحه حداکثر  يکه فاصله �روي محیط  �

,�که بین  �(یعنی جزء کوچکتر محیط  �آنها روي محیط  يفاصله قرار دارد) حداکثر   �
�

4
باشد.  

توان دایره اي به شعاع خواهیم ثابت کنیم در هر چندضلعی تپل میمی
1

4
  جاي داد. 

 

دو رویکرد متفاوت براي حل سوال در پیش  خیاردوغي آبسیارهي زمین و محققان متفکران سیاره

پاره خطی است که دو سر آن روي محیط چندضلعی باشد.  وترد. در هر دو رویکرد منظور از نگرفت

، وتري است که هر نقطه از آن وتر داخلیوتري است که دو سر آن رئوس چندضلعی باشد.  قطر

دو نقطه روي چندضلعی را طول جزء  بین فاصله روي محیط. داخل یا روي محیط چندضلعی است

 گیریم.کوچکتر محیط بین آن دو نقطه در نظر می

 

 : وتر بیشینه!رویکرد زمینی

با طول حداکثر واحد یافت  ��این واقعیت را می دانیم که براي هر چندضلعی، وتر داخلی 

,�با طول حداکثر واحد، فاصله روي محیط  ′�′�شود به طوري که براي هر وتر داخلی می � 

,��بزرگتر یا مساوي فاصله روي محیط   می نامیم. وتر بیشینهباشد. این وتر را  ′�

 

  



   

  آزمون خلاقیت
  1392تابستانی المپیاد ریاضی،  يدوره

 

  موفق باشید.

  حالت براي وتر بیشینه وجود دارد: دو ��در چندضلعی تپل 

به  وتر بیشینه اي به قطرثابت کنید نیم دایره باشد. برابر واحدطول وتر بیشینه  حالت اول:  الف)

اي به شعاع قرار دارد و در نتیجه در این حالت می توان دایره ��طور کامل درون 
1

4
در داخل  

  چندضلعی جاي داد.

اي به دایره در این حالت نیز ثابت کنیدباشد.  کمتر از واحدوتر بیشینه طول  حالت دوم:  ب)

شعاع 
1

4
  می گیرد.قرار  ��شود که به طور کامل درون یافت می 

اند ولی هر بار متوجه ایرادي ظریف در اثبات ها بارها گمان کردند این سؤال را حل کردهزمینی

  شدند تا نهایتاً موفق به حل سؤال شدند.خود 

 

  : مثلث بندي!خیاريدوغرویکرد آب

  دو گزاره زیر را در نظر بگیرید.

اي به توان دایرهو نمی حداکثر واحد استطول اضلاعش که را هر چندضلعی دلخواه «  گزاره اول:

شعاع 
1

4
  »بندي کرد. ی داخلی با طول حداکثر واحد مثلثهایقطر يبه وسیلهتوان میدر آن جاي داد  

اي به شعاع توان دایرهکه نمیرا هر چندضلعی دلخواه «  گزاره دوم:
1

4
به توان میدر آن جاي داد  

ها حداکثر واحد ي مثلثبه نحوي که طول اضلاع همه بندي کردی داخلی مثلثیهاوتري وسیله

  »باشند.

در هر ها با برهان خلف به این نتیجه رسیدند که اگر گزاره دوم درست باشد آنگاه خیاريدوغآب

اي به شعاع توان دایرهچندضلعی تپل می
1

4
  جاي داد. 

اي توان دایرهگر گزاره دوم درست باشد آنگاه در هر چندضلعی تپل میاشما نیز ثابت کنید   ج)

به شعاع 
1

4
  جاي داد. 

پس براي حل  آنها به سادگی دریافتند که اگر گزاره اول درست باشد آنگاه گزاره دوم هم درست است.

دانست، موفق که خود را زمینی می ج.ن.گزاره اول یک دوغ جایزه گذاشتند! مدتی بعد، جوانی به نام 

 ها را نقش بر آب کرده و دوغ را از آن خود کند.خیاريدوغهاي آبشد با نقض گزاره اول، نقشه

  ضلعی مثال بزنید که گزاره اول را نقض کند.1392 کی  د)

  کنند.خواهند گزاره دوم را مستقیماً اثبات ها ناامید نیستند و میخیاريدوغبا این حال آب

  درباره درست بودن گزاره دوم هرچه می توانید بنویسید.(نمره اضافه)   )ه
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 !رفته دست از اعداد يجستجو در. 5

  

,�1عدد حقیقی  � زیرجمعیک  �2, … , عدد است؛ یعنی  �،  به معناي جمع تعدادي از این ��

�1�1 + �2�2 +⋯+ اکنون  ها ناصفر است.��ها صفر یا یک هستند و حداقل یکی از ��که  ����

  در جستجوي اعداد هستیم!ها داشتن این زیرجمعبا 

2 تمامبه همراه متمایز)  عدد حقیقی (نه لزوماً � ارزشمند شامل لیستی ها پیشسال
�
− زیرجمع  1

(پس از شکست در حل  ،خیاردوغآبي سیارهتعدادي موجود عجیب از  .در دست داشتیمها را آن

 ها در دست داریم همانو تنها چیزي که از آناند ي ما را دزدیدهعدد اولیه � چندضلعی تپل!)، يمسئله

2
�
−   زیرجمع است! 1

ا به صورت یکترا  شدهدزدیده توانیم اعداد ها مثبت باشند، میجمعي زیراگر همه ثابت کنید  الف)

  .دست آوریمب

ها صفر آنها مثبت و تعدادي منفی باشند، اما هیچ یک از جمعفرض کنید تعدادي از زیر  ب)

  .به صورت یکتا بدست آوریمرا  دزدیده شدهتوانیم اعداد می نیز در این حالتنشان دهید  د.نباش

� نشان دهید براي  )ج =  دزدیده شدهعدد  � ، مثالی وجود دارد که نتوانیم به طور یکتا1392

2 تمام با داشتنرا 
�
−   تعیین کنیم. زیرجمع آنها 1
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 !خیاردوغآبي سیارهجهانگردان . 6

کهکشان راه را در  خیاردوغآب يسیاره ،ي زمینیاي، منجمان خبرهسیارههاي میاندر گیر و دار 

هیچ اطلاعی از ولی منجمان  هی محدب استوج1392. این سیاره به شکل یک کشف کردنددوغی 

ي ي طیفی پرتوهایی که از سیارهدانشمندان با تجزیه .هاي آن ندارندي قرار گیري وجهشیوه

! از اندشوند، حقایقی راجع به زندگی موجودات روي این سیاره کشف کردهساطع می خیاردوغآب

اي دارد و سرتاسر مرز هر جمله این که هر وجه سیاره یک کشور است، هر کشور واحد پول جداگانه

براي تبدیل ارز این دو کشور موجود است. کسانی که از مرز دو کشور  نرخی ثابتدو کشور مجاور، 

دیگري براي کنند باید تمام پول خود را به واحد پول کشور مقصد تبدیل کنند و هیچ راه عبور می

تبدیل ارز وجود ندارد. منجمان در کمال ناباوري مشاهده کردند که ممکن است یک مسافر طی 

باشد. متفکران دلیل این پدیده را تفاوت نرخ ي اولیه، پولش تغییر کردهچندین سفر و بازگشت به نقطه

به  �اگر کسی از کشور  زیر دانند. مثلاً در شکلها میها با نسبت واقعی ارزش پولتبادل ارز روي مرز

اش نصف برود و سپس به کشور خودش باز گردد، دارایی نهایی �و  �، �، �، �ترتیب به کشورهاي 

اش تغییر اش خواهد بود. اما اگر کسی فقط به یک کشور همسایه برود و برگردد داراییدارایی اولیه

  ).رز برابر واحد استضرب نرخ تبدیل ارز دو طرف یک محاصلکند (زیرا نمی

  



  

  آزمون خلاقیت
  1392تابستانی المپیاد ریاضی،  يهدور
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 سرمایه با کشف شدند که خیاردوغآبي جهانگرد در سیاره زیادي ي تحقیقاتی، تعداددر یک پروژه

طی مسیري به شکل  از هر کدام پس یک کشور شروع به سفر کردند و از یکسان ياولیه

 !اندشروعشان بازگشتهي ي بسته روي چندوجهی که خودش را قطع نکرده است به نقطهشکستهخط

  باشد؟ متمایز دو به دو آنها ي نهاییسرمایه که دارند وجود جهانگردها چند تا از این حداکثر

  

  کند!هیچ جهانگردي در طول سفر پولی خرج نمی  :1توجه 

نرخ و  هاچیدمان کشورباقی مقادیر مانند است.  )1392( هاتنها ثابت سوال تعداد کشور  :2 توجه

  ید یک عدد باشد.. پس پاسخ شما باآیندهاي سوال به حساب میمتغیر هامرز ارز رويتبدیل 

ي خیار، باید در بین همهدوغي آببا توجه به ناشناخته بودن ساختار سیاره :3توجه 

  هاي ممکن این حداکثر را بیابید.وجهی1392
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  !جالب معادلات جالب خواص. 7

(�)�ي معادله = هایی با ضرایب صحیح و ايچندجمله � و � گوییم اگرمی جالبرا  (�)�

گوییم نهایت جواب در اعداد طبیعی داشته باشد. میبیي حداقل یک باشند و این معادله درجه

(�)� يمعادله = (�)� ياز معادله (�)� = با  � يااگر چندجمله ،شودنتیجه می (�)�

(�)� ضرایب گویا موجود باشد که = (�)� و ((�)�)� = �(�(�)). 

ℕ از نامتناهی ايزیرمجموعه � فرض کنید    الف) × ℕ ي جالبمعادلهدر  � گوییمباشد. می 

�(�) = ي نشان دهید معادله اگر هر عضو آن در این معادله صدق کند. ،کندصدق می (�)�

(�)�� جالب = (در صورت  در آن صدق کند � ي جالبی کهوجود دارد که هر معادله (�)��

(�)�� ي، از معادلهوجود) =   شود.نتیجه می (�)��

(�)� ي جالبي معادلهدرجه    ب) =  �و  �را برابر بزرگترین درجه بین درجات  (�)�

ي کمتر ي جالبی با درجهگوییم اگر از هیچ معادلهمی اولیهي جالب را . یک معادلهکنیمتعریف می

(�)� نتیجه نشود. نشان دهید اگر = تکین  � و � اولیه باشد و جالب يیک معادله (�)�

  هم اول هستند.نسبت به  � يو درجه � يگاه درجهباشند، آن
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  !گویا یضلعپنج. 8

. است ایگو آن رئوس مختصات که باشد صفحه در محدب یضلعپنج کی �1�2�3�4�5 دیکن فرض

1 هر يبرا ≤ � ≤  ينامگذار �� با را ���3���4 و ���1���2 اضلاع امتداد تقاطع محل ،5

��، � هر يبرا یعنی اند؛شده يگذارشماره يدور صورت به یضلعپنج رئوس. (میکنیم = ���5. (

1) خطوط از تا سه حداکثر دیده نشان ≤ � ≤   .اندهمرس ���� (5
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