
او نام به
رياضی المپياد تيم انتخابی آزمون

نيم و ساعت چهار زمان: اول) (روز اول امتحان ۱۳۹۲ فروردين ۲۸ چهارشنبه،

و J کنيد فرض �علاوه به و بگيريد A رأس نظير ارتفاع پای را H ،ABC حاده�الزاويه�ی مثلث در .۱
هستند. ACH و ABH مثلث�های از AH ضلع نظير خارجی محاطی دايره�های مرکزهای ترتيب به I
يک روی H و P ،J ،I کنيد ثابت باشد، BC ضلع با ABC داخلی محاطی دايره�ی تماس محل P اگر

دارند. قرار دايره

زيرمجموعه�ی دو B و A اگر که کرد انتخاب می�توان {۱, ۲, . . . , n} از زيرمجموعه� چند حداکثر .۲
است.) X مجموعه�ی اعضای تعداد |X| از (منظور B|؟ −A| ≥ ۳ آن�گاه A ⊂ B و باشند انتخابی

می�شود تعريف صورت اين به حقيقی اعداد از a(m,n) دنباله�ی ،n و m نامنفی و صحيح اعداد برای .۳
: m,n ≥ ۱ برای هم�چنين .a(n, ۰) = ۲ و a(۰, n) = ۱ ،n طبيعی عدد هر برای و ،a(۰, ۰) = ۲ که

a(m,n) = a(m− ۱, n) + a(m,n− ۱)

Pk(x) =
k∑

i=۰
a(i, ۲k + ۱ − ۲i)xi چندجمله�ای ريشه�های همه�ی ،k طبيعی عدد هر برای کنيد ثابت

هستند. حقيقی

باشيد. موفق

۱



او نام به
رياضی المپياد تيم انتخابی آزمون

نيم و ساعت چهار زمان: دوم) (روز اول امتحان ۱۳۹۲ فروردين ۲۹ پنج�شنبه،

نامتناهی شبکه�ی شطرنج، صفحه�ی فلاسفه شطرنجِ بازی در هستند. نامنفی صحيح عدد دو n و m .۴
می�کند: حرکت صورت اين به الاغ مهره�ی و است شش�ضلعی

اين در خانه n و می�چرخد ساعت�گرد ۶۰◦ سپس می�کند، حرکت خانه m جهت شش از يکی ((در
می�گيرد.)) قرار نهايی نقطه�ی در ترتيب اين به و می�کند حرکت جديد جهت

تعداد با نتوان آن�ها از هيچ�کدام از که دارد وجود فلاسفه شطرنج صفحه�ی در خانه چند حداکثر
رفت؟ ديگری به الاغ مهره�ی حرکت متناهی

باشد؟ بخش�پذير ۲۰۱۳(ab+ bc+ ca) بر a۲ + b۲ + c۲ که دارند وجود c و b ،a طبيعی اعداد آيا .۵

l خط طرف يک در C۲ و C۱ کمان دو دارند. قرار l خط روی ترتيب همين به D و C ،B ،A نقاط .۶
مماس C۴ بر C۲ و C۳ بر C۱ که طوری به می�گذرند D و C از C۴ و C۳ کمان دو و می�گذرند B و A از
l خط روی C۴ و C۱ خارجی مشترک مماس و C۳ و C۲ خارجی مشترک مماس کنيد ثابت است.

هستند. متقاطع

باشيد. موفق

۱



او نام به
رياضی المپياد تيم انتخابی آزمون

نيم و ساعت چهار زمان: اول) (روز دوم امتحان ۱۳۹۲ ارديبهشت ۳ سه�شنبه،

که اند شده داده q۱, q۲, . . . , qn و p۱, p۲, . . . , pn نامنفی حقيقی اعداد .۱

p۱ + p۲ + · · ·+ pn = q۱ + q۲ + · · ·+ qn

مجموع و pi برابر آن�ها iام� سطر درايه�های مجموع که نامنفی درايه�های با n×n ماتريس�های تمام بين
بيابيد. را اصلی قطر درايه�های مجموع مقدار بيش�ترين باشد، qj برابر jام ستون درايه�های

N > ۱ طبيعی عدد که طوری بيابيد، را طبيعی اعداد از a۱, a۲, . . . حسابی تصاعدهای همه�ی .۲
:k ∈ N هر برای که باشد موجود

a۱a۲ · · · ak|aN+۱aN+۲ · · · aN+k

باشيم: داشته و باشد صعودی f که بيابيد را f, g : R+ → R+ توابع تمام .۳

f(f(x) + ۲g(x) + ۳f(y)) = g(x) + ۲f(x) + ۳g(y)

g(f(x) + y + g(y)) = ۲x− g(x) + f(y) + y

باشيد. موفق

۱



او نام به
رياضی المپياد تيم انتخابی آزمون

نيم و ساعت چهار زمان: دوم) (روز دوم امتحان ۱۳۹۲ ارديبهشت ۴ چهارشنبه،

اين از زوج گشت هر ازای به که طوری به داده�ايم، قرار حقيقی عددی گراف يک از يال هر روی .۴
روی می�توان کنيد ثابت است. صفر برابر منفی و مثبت ميان در يکی علامت� با يال�ها مجموع گراف،
(گشت باشد. سرش دو اعداد مجموع برابر يال هر عدد که طوری داد قرار حقيقی عددی رأس هر

باشد.) داشته تکراری يال يا رأس است ممکن که يال�هاست از بسته مسيری

دهيد نشان .a ≥ b ≥ c که است مفروض c و b ،a اضلاع با مثلثی .۵√
a(a+ b−

√
ab) +

√
b(a+ c−

√
ac) +

√
c(b+ c−

√
bc) ≥ a+ b+ c

و مرکزها ترتيب به r۲ ،r۱ و I۲، I۱ کنيد فرض است. محاط ω دايره�ی در ABCD چهارضلعی .۶
AD و AB بر که است دايره�ای ω′ .r۱ = r۲ و باشند ABC و ACD مثلث�های محاطی دواير شعاع�های
ثابت می�کنند. قطع K در را يک�ديگر ω بر A و T از مماس است. مماس T نقطه�ی در ω بر و مماس

هستند. هم�خط K و I۲ ،I۱ کنيد

باشيد. موفق

۱



او نام به
رياضی المپياد تيم انتخابی آزمون

نيم و ساعت چهار زمان: اول) (روز سوم امتحان ۱۳۹۲ ارديبهشت ۱۸ چهارشنبه،

مثلث اضلاع به نسبت P قرينه�ی C۱ و B۱ ،A۱ و ABC حاده�الزاويه�ی مثلث درون دل�خواه نقطه�ای P .۱
دارد. قرار ABC مثلث داخل A۱B۱C۱ مثلث ثقل مرکز کنيد ثابت هستند.

[۴
√
n] حداقل ايجادشده، قائمه�ی زاويه�ی ۴n بين از کنيد ثابت کرده�ايم. رسم صفحه در مستطيل n .۲

دارد. وجود مختلف زاويه�ی

d(m)−۱ بر دقيقاً am بعد، به جايی از که است موجود طبيعی اعداد از a۱ < a۲ < · · · دنباله�ی آيا الف) .۳
است.) n مقسوم�عليه�های تعداد d(n)) باشد؟ بخش�پذير دنباله اعضای از تا

d(m)+۱ بر دقيقاً am بعد، به جايی از که است موجود طبيعی اعداد از a۱ < a۲ < · · · دنباله�ی آيا ب)
باشد؟ بخش�پذير دنباله اعضای از تا

باشيد. موفق

۱



او نام به
رياضی المپياد تيم انتخابی آزمون

نيم و ساعت چهار زمان: دوم) (روز سوم امتحان ۱۳۹۲ ارديبهشت ۱۹ پنج�شنبه،

حقيقی اعداد از y و x زوج هر برای که است خاصيت اين دارای f : R → Z تابع .۴

f(x) + f(y) + f(f(x۲ + y۲)) = ۱

می�توان d و c حقيقی اعداد کنيد ثابت .f(a)− f(b) = ۳ که دارند وجود b و a حقيقی اعداد که می�دانيم
.f(c)− f(d) = ۱ که يافت

قطر به نيم�دايره�های ،AD منصف عمود هستند. ABC مثلث ارتفاع و نيم�ساز ترتيب به AH و AD .۵
چهارضلعی کنيد ثابت می�کند. قطع Y و X در ترتيب به� را دارند قرار مثلث از خارج در که AC و AB

است. محاطی XYDH

متساوی�الساقين قائم�الزاويه�ی مثلث دو ساق دادن قرار هم کنار از شکل متوازی�الاضلاع کاشی نوع يک .۶
قرار n× n اتاق يک کف در را کاشی نوع اين از تعدادی می�خواهيم است. شده تشکيل ۱ ساق طول به
روی کاشی دو هيچ علاوه به و باشد صحيح اتاق ضلع�های تا کاشی هر رأس�های فاصله�ی که طوری دهيم

می�ماند. خالی اتاق کف از n مساحت اندازه�ی به حداقل کنيد ثابت نگيرند. قرار هم

باشيد. موفق

۱


