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بی�دور جهت�گذاری .۱ شماره سؤال
vi سمت به همه vi به متصل يال�های که دارد وجود vi مثل رأسی حتماً ،G گراف از دور بدون جهت�گذاری هر در الف.
که شد خارج يال�ها) اين از يکی از استفـاده (با رأس هر از می�توان هميشه صورت اين غير در زيرا اند، شده� جهت�گذاری
جهت�گذاری يک به vi حذف با حال می�شود. گراف در دور يک ايجاد به منجر يال�ها کل تعداد بودن متناهی دليل به اين
G − vi روی دور بدون جهت�گذاری هر ديگر طرف از است. f(G − vi) تعدادشان که می�رسيم G − vi برای دور فـاقد
G برای دور بدون جهت�گذاری يک به آن سمت به vi به متصل يال�های همه�ی کردن جهت�دار با بالا نکته�ی به توجه با
می�شود پيدا گفته�شده خاصيت با رأس يک از بيش G روی جهت�گذاری�های از برخی در که کنيد دقت اما می�شود. منجر
می�شود. ثابت حکم بنابراين و شود شمرده ∑n

i=۱ f(G− vi) در بار چند است ممکن G روی جهت�گذاری يک بنابراين و

دو vj و vi کنيم فرض اگر زيرا می�دهد؛ ما به G از دور بدون جهت�گذاری يک G − e از دور بدون جهت�گذاری هر ب.
از جهت�دار مسيری که می�دهد نتيجه کنيم، جهت�گذاری vi به vj از را e نتوانيم که اين آن�گاه هستند، e به متصل رأس
که می�دهد نتيجه کنيم، جهت�گذاری vj به vi از را e نتوانيم اگر مشابه طريق به دارد. وجود vj به vi از G− e در يال�ها
اعمال e روی را جهت دو اين از يک هيچ نتوانيم اگر پس دارد. وجود vi به vj از G − e در يال�های از جهت�دار مسيری
دور وجود معنی به خود اين که دارد وجود G− e در vi به vj از و vj به vi از جهت�دار مسيری که می�گيريم نتيجه کنيم،
بدون جهت�گذاری دو يا يک ،G − e از دور بدون جهت�گذاری هر که داديم نشان پس است. تناقض که است G − e در

می�دهد. ما به G از دور
بالا در شده ياد مسير دو از هيچ�کدام G− e در که است آن معنی به اين باشد، کردن اعمال قـابل e روی جهت دو هر اگر
جهت�گذاری بيايد، دست به G/e تا کنيم يکی هم با را vj و vi رأس دو اگر پس ندارد. وجود (vi به vj از و vj به vi (از
G/e روی دور بدون جهت�گذاری عکسيک به می�دهد. دست به G/e روی دور بدون جهت�گذاری يک� G روی دور بدون

می�رسد. پايان به هم قسمت اين اثبات پس می�شود. منجر G روی يک�تا جهت�گذاری يک به

همه�ی که دارد وجود رأس الف طبق زيرا f(G)؛ = n!صورت اين در بگيريد. نظر در nرأسی کامل گراف را Gاست کافی ج.
−nرأسی ۱ کامل گراف برای دور بدون جهت�گذاری يک به رأس اين حذف با و شده�اند جهت�گذاری آن سمت به يال�ها
بنابراين و باشند داشته را خاصيت اين رأس دو نمی�توانند هم�زمان هستند، متصل هم به رأس�ها همه�ی چون و می�رسيم
طبق بنابراين و است رأس n− ۱ با کامل گراف اين�جا در −Gها vi همه�ی که کنيد دقت می�افتد. اتفـاق تساوی (الف) در
است. f(Kn) = n! که می�دهد نشان اوليه مقـادير محاسبه�ی با بازگشتی رابطه�ی اين که f(Kn) = nf(Kn−۱) (الف)

قسمت به توجه با پس است. Kn−۱ همان (ب) قسمت تعريف با Kn/e ،Kn از e دل�خواه يال يک برای که کنيد دقت
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نتيجه در .f(G− e) = n!− (n− ۱)! = (n− ۱)(n− ۱)! (ب)
f(G)

f(G− e)
=

n!

(n− ۱)(n− ۱)! =
n

n− ۱ = ۱+ ۱
n− ۱

می�دهد. نتيجه را حکم اين و ۱
n−۱ < α− ۱ که يافت n می�توان α > ۱ هر برای که
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محدب نابرابری .۲ شماره سؤال
بالايی کران نمی�توانيم نقطه�ها اين نزديکی در زيرا است، B و A از هم�سايگی يک کردن حذف مسئله حل اصلی ايده�ی
A′′ نقطه�ی در را AA′ ،ZB′ و باشد S مرز با AB نيم�خط تقـاطع نقطه�ی Z کنيد فرض کنيم. پيدا AA′

BB′ برای مناسبی
X مثل S از نقطه�هايی مجموعه را S′′ اگر بنابراين و دارد قرار A′ و A بين A′′ ،S بودن محدب به توجه با کند. قطع
که دهيم نشان است کافی مسئله حل برای بنابراين بود. خواهد S′ از زيرمجموعه�ای S′′ ،AA′′ > ۱

۳BB′ که بگيريم
داريم: منه�لائوس قضيه��ی به توجه با هم منظور اين برای است. ۶ برابر حداقـل S′′ مساحت

AA′′

A′′X
· XB′

B′B
· BZ

ZA
= ۱ ⇒ AA′′

A′′X
· XB′

B′B
= ۲ ⇒ A′′X

AA′′ =
۱
۲ · XB′

B′B

می�کنيم. عمل مشابه طريق به هم B′X مورد در می�نويسيم. AX و AA′′ حسب بر را AA′′

A′′X روابط، اين از A′′X برایحذف
AX

AA′′ = ۱− ۱
۲ (۱−

BX

BB′ ) ⇒
AX

AA′′ =
۱
۲ · BX

BB′ +
۱
۲

مناسب انتخاب (با ۱
۲ ·

BX
BB′ +

۱
۲ ≥ α BX

BB′ ،α مثبت و ثابت مقدار يک برای که بگيريد x مثل نقطه�هايی مجموعه را D۱

آن�گاه ،X /∈ D۱ اگر حال بود). خواهد B از هم�سايگی يک D۱ ،α
AX

AA′′ < α
BX

BB′ ⇒
AA′′

BB′ >
۱
α
· AX

BX

A از هم�سايگی يک D۲ ،α مناسب انتخاب (با AX
BX < α

۳ که بگيريد صفحه در X مثل نقطه�هايی مجموعه� را D۲ حال
در .S −D۱ −D۲ ⊆ S′′ ⊆ S′ نتيجه در و AA′′

BB′ > ۱
α · α

۳ = ۱
۳ آن�گاه نباشد، D۲ و D۱ از هيچ�يک در X اگر بود). خواهد

A نقطه�ی دو برای آپولونيوس دايره�ی يک درون D۲ ،α < ۳ اگر کنيم. محاسبه را D۲ و D۱ مساحت می�کنيم سعی ادامه
و بود خواهد B و

X ∈ D۱ ⇔ ۱
۲ · BX

BB′ +
۱
۲ ≥ α

BX

BB′ ⇔
BX

BB′ <
۱

۲α− ۱

مساحت که می�گيريم نتيجه کنيم، اختيار ۳
۲ برابر را α اگر حال است. S با متجانس B هم�سايگی يک D۱ ،α > ۱ اگر پس

و A بين C و باشند AB خط� با D۲ مرز اشتراک D و C اگر هم�چنين می�شود. ۲/۵ برابر که است S مساحت ۱
۴ برابر D۱

داريم: باشد، داشته قرار B
AD

DB
=

۱
۲ ⇒ AD

AD + ۱ =
۱
۲ ⇒ AD = ۱, AC

CB
=

۱
۲ ⇒ AC

۱−AC
=

۱
۲ ⇒ AC =

۱
۳

S −D۱ −D۲ مساحت بنابراين است. ۱/۵ از کم�تر عددی که ( ۲۳ )۲π برابر آن مساحت و ۱+ ۱
۳ = ۴

۳ برابر D۲ قطر بنابراين
هست. ۶ حداقـل هم S′ مساحت می�دهد نتيجه که است ۶ برابر حداقـل مجموعه سه اين مساحت به توجه با
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نزولی اويلر فی� .۳ شماره سؤال
کنيد دقت منظور اين برای می�سازيم. nمختلف مقـادير برای استقرايی صورت به را مسئله صورت در خواسته�شده دنباله�ی
aiها همه�ی به نسبت که باشد طبيعی عددی a و باشد داشته را مسئله مطلوب خاصيت a۱ < a۲ < · · · < an اگر که
.ϕ(aai) = ϕ(a)ϕ(ai) ،۱ ≤ i ≤ n هر برای زيرا دارد؛ را مسئله مطلوب خاصيت هم aa۱ < aa۲ < · · · < aan است، اول
که يافته�ايم را a۱ < a۲ < · · · < an طبيعی اعداد کنيد فرض حال است. واضح n = ۱ برای دنباله�ای چنين وجود
باشند. داشته را خواص همين که بسازيم اعداد از n+ ۱ طول به دنباله�ای می�خواهيم .ϕ(a۱) > ϕ(a۲) > · · · > ϕ(an)

طبيعی عددی x اگر است). اول عدد mامين ،pm از ما (منظور باشد a۱a۲ · · · an اول عامل بزرگ�ترين pN کنيد فرض
ابتدای توضيحات به توجه با هم a۱x < a۲x < · · · < anx دنباله�ی باشند، بزرگ�تر pN از آن اول عوامل همه�ی که باشد
اعداد ،a۱x > y > ϕ(y) > ϕ(a۱x) که يافت گونه�ای به بتوان را y اگر حال . دارد را مسئله مطلوب خاصيت راه�حل

هستند. دارا را مسئله خاصيت هم باز که می�شوند عدد n+ ۱ از دنباله�ای y < a۱x < a۲x < · · · < anx

علاوه به و باشند بزرگ�تر pN از آن اول عوامل همه�ی که يافت x طبيعی عدد می�توان که می�کنيم ادعا منظور اين برای
و (چرا؟) ϕ(a۱x) < ۲l−۱ = ϕ(۲l) < ۲l < a۱x که يافت l طبيعی عدد می�توان xای چنين وجود صورت در . a۱x

ϕ(a۱x)
> ۴

می�شود. تمام کار دهيم قرار ۲l برابر را y اگر
در می�گيريم، pN+۱pN+۲ · · · pN+m برابر را xm ،m مثل طبيعی عدد هر برای نظر، مورد خاصيت با x يافتن برای حال

صورت اين
ϕ(a۱xm) = ϕ(a۱)ϕ(xm) = a۱(pN+۱ − ۱)(pN+۲ − ۱) · · · (pN+m − ۱)

بنابراين و
xm

ϕ(xm)
=

N+m∏
i=N+۱

pi
pi − ۱ =

N+m∏
i=N+۱

(
۱+ ۱

pi − ۱

)
≥

N+m∑
i=N+۱

۱
pi − ۱ >

N+m∑
i=N+۱

۱
pi

M بزرگ کافی اندازه�ی به طبيعی عدد می�توان پس می�شود۱. بزرگ�تر مقداری هر از m شدن زياد با
N+m∑
i=N+۱

۱
pi
مجموع اما

دارد. را ما نظر مورد خاصيت xM که می�دهد نتيجه اين و xM

ϕ(xM ) > ۴ϕ(a۱)
a۱

که يافت

از اثبات�هايی يافتن برای دارد. وجود آن برای مختلفی اثبات�های و می�شود بی�نهايت برابر اول، اعداد معکوس مجموع که است معروفی حکم ۱اين
کنيد. مراجعه اثبات“ ”کتاب به می�توانيد آن�
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تقـلبی سکه�های .۴ شماره سؤال
کردن وزن بار k با هم کيسه n از کم�تر در کرد، پيدا را تقـلبی کيسه�ی بتوان کردن وزن بار k با کيسه n در اگر وضوح به
کيسه�ی بتوان ترازو، از استفـاده مرتبه k حداکثر با که بگيريد کيسه�ای تعداد بيش�ترين را f(k) داد. انجام را کار اين می�توان

بياوريم. دست به k مختلف مقـادير برای را f(k) که است اين هدف يافت. آن�ها بين در را تقـلبی
می�دهيم. قرار ترازو روی سکه i− ۱ iام، کيسه�ی از باشيم. داشته کيسه ۱۴ کنيد فرض .f(۱) = ۱۴ می�دهيم نشان ابتدا
سکه�های بنابراين و داشته�ايم تقـلبی سکه�ی k که می�فهميم شد ۹۱۰ − k برابر کيسه�ها وزن مجموع اگر صورت اين در

است. ۱۰+ ۲۰+ · · ·+ ۱۳۰ حاصل�جمع برابر ۹۱۰ که کنيد توجه است. kام + ۱ کيسه�ی به مربوط تقـلبی
کنيد فرض دهيم. تشخيص را تقـلبی کيسه�ی می�توانيم کردن وزن بار يک با که داريم کيسه تعدادی که کنيد فرض حال
با دهيم. قرار ترازو روی سکه m کيسه�ها، از amتا از ترتيب همين به و ... سکه، يک a۱تا از سکه، صفر کيسه�ها از a۰تا از

توزين بار هر در سکه�ها تعداد محدوديت به توجه
a۱ + ۲a۲ + · · ·+mam ≤ ۱۰۰ (∗)

روی سکه مساوی تعداد کيسه دو از که صورتی در زيرا برداشت. سکه مساوی تعداد به کيسه دو از نمی�توان ديگر طرف از
.ai ≤ ۱ ،i ≥ ۰ صحيح عدد هر برای پس شويم. قـائل تفـاوتی کيسه دو آن بين نمی�توانيم کردن�مان وزن با دهيم قرار ترازو
به توجه با منظور اين برای شود. بيشينه a۰ + a۱ + · · · + am عبارت که کنيم کاری می�خواهيم مفروض�ها اين با حال
بيش�ترين a۱ سپس باشد، داشته را خودش مقدار بيش�ترين a۰ است به�تر است، k برابر (∗) عبارت در ak ضريب که اين
دقيق�تر عبارت به باشند. ناصفر می�توانند aiها از ۱۴تا حداکثر ترتيب همين به و a۲ سپس باشد، داشته را خودش مقدار
بقيه و يک برابر ai۱ < ai۲ < · · · < aik مثل آن�ها از kتا می�شود، بيشينه aiها مجموع� مقدار حالتی در که کنيد فرض
انتخاب صفر برابر را بقيه و يک برابر را ak−۱ و ...،a۱ ،a۰ مقدار انتخاب، اين جای به اگر که کنيد دقت باشند. صفر برابر
انتخابی در جواب دنبال به است کافی بنابراين می�شود. کم�تر عبارت(∗) چپ سمت ولی نمی�کند تغيير aiها مجموع� کنيم،
اين ،۹۱ = ۱ + ۲ + · · · + ۱۳ چون باشد. صفر برابر بعد به آن�جا از و يک برابر جايی تا aiها مقـادير که بگرديم aiها از

.f(۱) = ۱۴ لذا و می�شود ۱۳ برابر مقدار بيش�ترين
ابتدا بايد بالا دليل همان به هم باز .ai ≤ ۱۴ ،i ≥ ۰ هر برای و داريم را نابرابری(∗) مجدداً f(۲) آوردن دست به برای حال
a۰ + a۱ + a۲ + · · · مقدار بيش�ترين کنند. اتخاد را خود مقدار بيش�ترين بقيه ترتيب همين به و a۲ سپس ،a۱ سپس ،a۰

.f(۲) = ۶۰ پس باشند. صفر برابر بقيه و a۴ = ۴ و a۰ = a۱ = a۲ = a۳ = ۱۴ که می�شود حاصل زمانی حالت، اين در
پس هستند. صفر برابر بقيه و a۲ = ۲۰ ،a۰ = a۱ = ۶۰ که می�شود نتيجه مشابه استدلال�های با مجدداً f(۳) برای

.f(۳) = ۱۴۰
بنابراين .ai ≤ ۱۰۰ ،i ≥ ۱ هر برای و a۰ ≤ f(k − ۱) شرط دو ∗ نابرابری مورد در ،f(k) ≥ ۱۰۰ چون ،k > ۳ مقـادير برای

داريم: پس باشند. صفر برابر بقيه و a۱ = ۱۰۰ ،a۰ = f(k − ۱) که می�شود حاصل زمانی aiها مجموع مقدار بيش�ترين
f(k) = f(k − ۱) + ۱۰۰, ∀k ≥ ۴

است: زير صورت به سؤال جواب کل در يعنی

است. لازم کردن وزن بار يک حداقـل ،۱ ≤ n ≤ ۱۴ اگر •

است. لازم کردن وزن بار دو حداقـل ،۱۵ ≤ n ≤ ۶۰ اگر •

است. لازم کردن وزن بار سه حداقـل ،۶۱ ≤ n ≤ ۱۴۰ اگر •

است. لازم کردن وزن بار k حداقـل ،۱۰۰k + ۴۰ < n ≤ ۱۰۰(k + ۱) + ۴۰ ،k طبيعی عدد يک برای اگر و •
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دوری چندجمله�ای�های .۵ شماره سؤال
کنيد تعريف

Q(x, y, z) = P (x, y, z) + P (y, x, z)

R(x, y, z) = P (x, y, z)− P (y, x, z)

منفی آن مقدار متغير، دو هر کردن جابه�جا با (يعنی پادمتقـارن R چندجمله�ای و متقـارن Q چندجمله�ای که است واضح
R پس ،R(x, y, y) = R(x, y, x) = ۰ مشابهاً است. بخش�پذير x− y بر R پس .R(x, x, z) = ۰ که کنيد دقت می�شود).

که دارد وجود S چندجمله�ای پس است. بخش�پذير نيز z − x و y − z بر
R(x, y, z) = (x− y)(y − z)(z − x)S(x, y, z)

هر که می�دانيم طرفی از .P = ۱
۲Q + ۱

۲ (x − y)(y − z)(z − x)S داريم پس است. متقـارن S وضوح به هم�چنين
،P۱ = x + y + z حسب بر يعنی نوشت۲. مقدماتی متقـارن چندجمله�ای�های حسب بر می�توان را متقـارن چندجمله�ای
می�شود. نتيجه وضوح به حکم P۴ = (x− y)(y − z)(z − x) دهيم قرار اگر اکنون .P۳ = xyz و P۲ = xy + yz + zx

برحسب متقـارن چندجمله�ای يک نمايش که می�کند بيان قضيه اين و است معروف اوليه متقـارن چندجمله�ای�های قضيه�ی به حکم ۲اين
است. يک�تا می�شود، گفته هم اوليه متقـارن چندجمله�ای�های آن�ها به که مقدماتی متقـارن چندجمله�ای�های
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شبکه�ای محدب چندضلعی مساحت .۶ شماره سؤال
۱ ≤ i ≤ n−۱برای −−−−→AiAi+۱ بردارهای هرگاه می�ناميم، «خوب» را A۱, A۲, . . . , An رئوس با شبکه�ای محدب يکnضلعی
نمايش g(n) با را خوب nضلعی�های مساحت برای ممکن مقدار کم�ترين باشند. واقع مختصات دست�گاه اول ربع در
کنيم. ثابت g(n) برای را مسئله حکم�های که است کافی بنابراين و .g(n۴ ) ≤ f(n) ≤ g(n) می�کنيم ادعا می�دهيم.
پايين�ترين، ،P مثل شبکه�ای محدب nضلعی هر برای چپ، سمت نابرابری اثبات برای است. واضح راست سمت نابرابری
به را P باشند) هم برابر هم با است ممکن (که رأس چهار اين بگيريد. نظر در را آن رئوس راست�ترين و چپ�ترين بالاترين،
است g(n۴ ) حداقـل رأس�ها اين محدب پوش مساحت دارد. رأس n

۴ حداقـل آن�ها از يکی که می�کنند تقسيم کمان تعدادی
می�شود. ثابت کامل طور به ادعا ترتيب اين به و

. ۱۲
∑

i<j |ui × uj | با است برابر است شده ساخته u۱, . . . , un−۱ بردارهای با که P خوب nضلعی مساحت لم.
(ui =

−−−−→
AiAi+۱)

۱
۲ |ui × Ai| = ۱

۲
∑i−۱

j=۱ |ui × uj | با است برابر A۱AiAi+۱ مثلث مساحت باشد. مختصات مبدأ A۱ کنيد فرض اثبات.
می�شود. ثابت حکم تساوی�ها اين زدن جمع با دارند). يک�سانی علامت خارجی�ها ضرب همه�ی که کنيد (توجه

برمی�گرديم: اصلی مسئله�ی به حال

يک آن�ها با شده ساخته چندضلعی هستند، صعودی u۱, . . . , un−۱ شيب�های چون� .ui = (۱, i) دهيد قرار الف.
با: است برابر آن مساحت بالا لم طبق پس است. خوب چندضلعی

S = ۱
۲

∑
۱≤i<j≤n−۱

|ui × uj | = ۱
۲

∑
۱≤i<j≤n−۱

(j − i) = ۱
۲

∑
۱≤j≤n−۱

j(j−۱)
۲

≤ ۱
۴

∑
۱≤j≤n

j۲ = n(n+۱)(۲n+۱)
۲۴

شد. ثابت اول قسمت پس .n(n+۱)(۲n+۱)
۲۴ = O(n۳) و

پس است. (n−۱
۲
) دست�کم خوب nضلعی هر مساحت است، طبيعی عددی |ui × uj | که اين به توجه با بالا لم طبق ب.

می�رسد. پايان به هم قسمت اين اثبات پس .(n−۱
۲
)
= Ω(n۲) و g(n) ≥ (

n−۱
۲
)

کنيم: ثابت را زير ادعای که است کافی ج.
است. ۱

۲۴n
۵
۲ . حداقـل خوب +n)ضلعی ۲) هر مساحت بزرگ، کافی اندازه به n طبيعی عدد هر برای ادعا.

داد. خواهد نتيجه را بالا ادعای زير حکم لم، به توجه با
داريم: متفـاوت شيب�های با u۱, u۲, . . . un+۱ صحيح بردارهای و n بزرگ کافی اندازه�ی به و طبيعی عدد برای ∑ادعا.

i<j

|ui × uj | ≥
۱
۱۲n

۵
۲ .

فرض پس می�شود. نتيجه روابط اين زدن جمع از حکم ∑
j

|ui × uj | ≥ ۱
۶n

۳
۲ باشيم داشته ۱ ≤ i ≤ n + ۱ هر برای اگر

کرد: فرض می�توان مسئله کليت از شدن کاسته بدون حال نباشد. چنين ∑کنيد
i

|ui × un+۱| <
۱
۶n

۳
۲ .



..

۸

.

www.mathysc.com رياضی المپياد ملی کميته�ی وب�گاه

..
۱۳۹۱ خلاقيت آزمون راه�حل

Ci = {ul : |ul × un+۱| = i} می�کنيم تعريف ،i هر برای نداريم. را شيب�ها بودن صعودی فرض اين�جا در که کنيد دقت
برای بنابراين دارند. قرار un+۱ با موازی خط دو روی Ci اعضای .∑i ki = n می�دانيم می�گيريم. Ci اعضای تعداد را ki و
که صفر مقدار جز (به باشند برابر هم با می�توانند مقدار چهار حداکثر ul ∈ Cj برای |uj × ul| مقـادير بين از ،j ≤ n هر
مقـادير اين چون حال شد). نخواهد ظاهر صورت اين غير در و می�شود ظاهر بار يک دقيقـاً uj ∈ Ci که صورتی در تنها

داريم: هستند صحيح

∑
ul∈Ci

|uj × ul| ≥ ۴
(ki

۴
۲

)
.

پس:

∑
l≤n

|uj × ul| ≥ ۴
∑
i

(ki

۴
۲

)
=

۱
۸
∑
i

k۲i −
n

۲ ,

∑و
j,l

|uj × ul| ≥
n

۸
∑
i

k۲i −
n۲

۲ ,

بزرگ کافی اندازه�ی به nهای برای لذا و ∑ k۲i ≥ ۳
۲n

۳
۲ می�فهميم زير لم طبق پس .∑ iki ≤ ۱

۶n
۳
۲ و ∑i ki = n اما

داشت: ∑خواهيم
j,l

|uj × ul| ≥
۳
۱۶n

۵
۲ − n۲

۲ ≥ ۱
۶n

۵
۲

می�کنيم: اثبات و بيان را اشاره�شده لم حال می�رسد. پايان به ادعا اثبات ترتيب اين به و
.∑ k۲i ≥ a۳

۴b صورت اين در .∑ iki ≤ b و ∑ ki = a که باشند نامنفی حقيقی اعداد k۱, k۲, . . . , kn کنيد فرض لم.

در kiها کرد فرض می�توان پيوستگی خواص از استفـاده با می�کنند. تغيير ki و باشند ثابت b و a مقـادير کنيد فرض اثبات.
ki < kj اگر زيرا هستند نزولی kiها حتماً حالت اين در دارد. را ممکن مقدار ∑کم�ترين k۲i و می�کنند صدق مسئله شرايط
بايد kiها می�کنيم ادعا می�شود. کم�تر ∑ k۲i مقدار و داد قرار را ki+kj

۲ مقدار kj و ki دو هر جای به می�توان ،i < j برای
از ناصفر متوالی عنصر سه kj−۱, kj , kj+۱ کنيد فرض باشند. حسابی تصاعد يک از قسمتی نرسيده�اند، صفر به که زمانی
عوض kj−۱ + x, kj − ۲x, kj+۱ + x با را مقدار سه اين صورت اين در اند. نداده حسابی تصاعد تشکليل که باشند دنباله
حالت دو در ∑

k۲i مقدار تفـاوت حال می�کند. صدق فرض�ها در هم جديد دنباله�ی که می�شود ديده سادگی به می�کنيم.
با: است برابر

∆ =
(
(kj−۱ + x)۲ + (kj − ۲x)۲ + (kj+۱ + x)۲

)
−
(
k۲j−۱ + k۲j + k۲j+۱

)
= ۶x۲ + ۲x(kj−۱ − ۲kj + kj+۱).

مخالف علامت با و کوچک کافی مقدار به x انتخاب با می�توان است، ناصفر عبارت اين در x ضريب که اين به توجه با
لزوم صورت در n تغيير با دهند. حسابی تصاعد تشکيل بايد دنباله ناصفر اعضای پس شود. منفی ∆ مقدار که کرد کاری
حقيقی اعداد يعنی می�دهند. نزولی حسابی تصاعد يک تشکيل بنابراين و هستند ناصفر kiها همه�ی که کرد فرض می�توان

پس: .ki = r − si که هستند r, s نامنفی و
a = nr − s

∑
i

c = r
∑

i− s
∑

i۲ ≤ b.
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می�آيد: دست به محاسبه کمی با حالت اين در کنيد.) تعريف عبارت همين با را c)∑
k۲i = ra− sc

محاسبه�اند: قـابل c و a برحسب بالا معادلات دست�گاه از s و r مقـادير حال .
r =

a
∑

i۲ − c
∑

i

n
∑

i۲ − (
∑

i)
۲ , s =

a
∑

i− nc

n
∑

i۲ − (
∑

i)
۲ .

داريم: مربعی حسابی نابرابری ∑طبق
k۲i ≥

(
∑

ki)
۲

n
=

a۲

n
.

داشت: خواهيم r − sn ≥ ۰ چون و
a
∑

i۲ − c
∑

i− an
∑

i+ n۲c ≥ ۰
⇒ a(n

۲(n+۱)
۲ − n(n+۱)(۲n+۱)

۶ ) ≤ c(n۲ − n(n+۱)
۲ ) ≤ cn(n+۱)

۲

⇒ a(n− ۲n+۱
۳ ) ≤ c

⇒ n ≤ ۳ c
a + ۱ ≤ ۴ c

a .

در نامساوی اين جای�گذاری با .(c =
∑

iki ≥
∑

ki = a) کرديم استفـاده c ≥ a بديهی رابطه�ی از آخر نابرابری در که
که می�آيد دست به قبلی ∑نابرابری

k۲i ≥
a۲

n
=

a۳

an
≥ a۳

۴c ≥ a۳

۴b
است. نظر مورد حکم همان که

.f(n) = Θ(n۳) پس است. ۱
۲۰۰n

۳ حداقـل خوب +n)ضلعی ۲) هر مساحت ادعا.

داريم: متفـاوت شيب�های با u۱, u۲, . . . , un+۱ صحيح بردارهای برای دهيم نشان است کافی ادعا اين اثبات ∑برای
i<j

|ui × uj | ≥
۱
۱۰۰n

۳.

کران بار اين می�کنيم. تعريف قبل مشابه هم را ki و Ci .∑
i

|ui×un+۱| ≤ ۱
۵۰n

۲ کنيم فرض است کافی قبلی ادعای شبيه
از صحيحی مضرب ul − ul′ آن�گاه باشند، un+۱ موازی خطی روی ul′ و ul اگر می�يابيم. ∑ul∈Ci

|uj × ul| برای به�تری
آن جای به صورت اين غير در نيست، ديگری بردار هيچ از صحيحی مضرب un+۱ که کنيم فرض (می�توانيم است un+۱

از استفـاده با است. uj × un+۱ از مضربی uj × ul − uj × ul′ پس داد). خواهيم قرار کم�تر طول با و هم�جهت بردار يک
که: می�شود نتيجه راحتی به دارند، قرار un+۱ با موازی خط دو روی Ci اعضای که اين و موضوع ∑اين

ul∈Ci

|uj × ul| ≥ ۴j
(ki

۴
۲

)
داريم: i انديس روی نابرابری�ها اين زدن جمع با .uj ∈ CJ کرده�ايم، فرض جا اين در ∑که

l≤n

|uj × ul| ≥ ۴j
∑
i

(ki

۴
۲

)
.

داشت: خواهيم j انديس روی زدن جمع با نهايت در ∑و
j,l

|uj × ul| ≥ ۴(
∑

iki)
∑
i

(ki

۴
۲

)
= (

∑
iki)

(۱
۸
∑

k۲i −
n

۲
)
.

نتيجه: در و ∑ k۲i ≥ ۲۵
۲ n دوم، لم به توجه با

∑
iki ≤ ۱

۵۰n
۲ و ∑ ki = n که آن�جايی ∑از

j,l

|uj × ul| ≥ ( ۱۸ −
۱
۲۵ )(

∑
iki)(

∑
k۲i )

≥ ۱
۴ (

۱
۸ −

۱
۲۵ )(

∑
ki)

۳ ≥ ۱
۵۰n

۳.
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زير! يکی رو، يکی .۷ شماره سؤال
اتوبان�ها اجتماعِ از حاصل گراف و Cn ،... ،C۲ ،C۱ را اتوبان�ها است. امکان�پذير کار اين اتوبان تعداد هر برای می�دهيم نشان

بناميد. G را
مجاور را ناحيه (دو نباشند. هم�رنگ مجاوری ناحيه�ی دو هيچ که طوری کرد رنگ رنگ دو با را G ناحيه�های می�توان لم.

باشند.) مشترک يال يک در اگر گوييم

می�ناميم. «مجاز» را نظر موردِ خاصيتِ با رنگ�آميزی يک می�کنيم. ثابت G رأس�های تعداد روی استقرا با را حکم اثبات.
را آن و بگيريد نظر در را آن�ها کوتاه�ترينِ دارند قرار اتوبان�ها از يکی در تماماً که G گرافِ در بسته مسيرهای همه�ی بين در
ناحيه�ی دو به را پسصفحه نمی�کند، قطع را خودش C انتخاب، نحوه�ی به توجه با .C ⊂ C۱ مثلاً کنيد فرض و بناميد C
گرافی را H حال باشد). تهی است ممکن البته (که است بسته خم يک C۱ − C طرفی از می�کند. تقسيم بيرون و درون
مجاز رنگ�آميزی می�توان را H نواحیِ استقرا، فرض بنابر می�آيد. دست به Cn و ... و C۲ و C۱ − C اجتماعِ از که بگيريد
اين که ديد می�توان راحتی به کنيد. برعکس را C خمِ درونِ نقـاطِ رنگِ و کنيد اضافه H گرافِ به را C خمِ اکنون کرد.

می�دهد. G برای مجاز رنگ�آميزی يک
يکرنگمی�کنيم. به را آن داريم صفحه در يکناحيه حالتفقط اين در باشد. Gتهی استکه حالتی در استقرا پايه�ی

شود. پل�گذاری بايد چگونه تقـاطع هر که می�کنيم مشخص اکنون می�پردازيم. راه�حل ادامه�ی به لم اين از استفـاده با حال
پس دهيد. قرار دل�خواه جهتِ يک اتوبان هر روی بگيريد. نظر در سياه و سفيد با G برای مجاز رنگ�آميزیِ يک ابتدا
حرکت آن�ها روی وقتی که می�ناميم اول» «نوع را يال�هايی داريم. يال نوع دو اکنون شده�اند. جهت�دار G گرافِ يال�های
قرمز اول نوع يال�های زير شکل (در می�ناميم دوم» «نوع را يال�ها ساير و است رنگ سفيد راستمان سمت ناحيه�ی می�کنيم
از يعنی است سازگار روش اين می�سازيم. يال همان راستای در پل يک اول نوعِ يالِ هر انتهای در اکنون شده�اند). رنگ
پل يک دقيقـاً تقـاطع هر در بنابراين است، دوم نوع از يکی و اول نوع از يکی می�شوند وارد تقـاطع يک به که يالی دو هر
يال�ها می�کنيم حرکت اتوبان يک روی وقتی زيرا دارد را مسئله نظر مورد خاصيت پل�گذاری اين همچنين می�شود. ساخته

هستند. دوم و اول نوع از ميان در يکی
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اوليه مجموعه�های .۸ شماره سؤال
اعضای از nتا دقيقـاً که می�دهد نتيجه اين نباشد. S از عضوی n و باشد موجود Sای مجموعه�ی چنين کنيد فرض الف.
نظر در را q و p مثل آن�ها از تا دو نيستند. S در که دارد وجود اول عدد بی�نهايت نتيجه در هستند. اول n به نسبت S
عضو pm که دارد وجود طبيعی m بی�نهايت نتيجه در ندارند. p عامل S اعضای از pتا تنها پس ،p /∈ S چون بگيريد.
چنين نتيجه در است. تناقض اين و هستند اول q به نسبت که دارد عضو بی�نهايت S پس .(pm, q) = ۱ اما است. S

ندارد. وجود مجموعه�ای

يک برابر aiها همه�ی ابتدا در .S = {a۱ ≤ a۲ ≤ · · · } کنيد فرض می�سازيم. گام به گام صورت به را S مجموعه�ی ب.
در ،n طبيعی عدد هر برای واقع در برسند. مطلوب مقدار به تا می�کنيم ضرب aiها در را اولی عوامل هرگام در و هستند

nام: مرحله�ی

شود. بيش�تر an−۱ از آن مقدار تا می�کنيم، ضرب an در را p۲n−۱ و p۲n نام به جديدی اول اعداد .۱

را tn حال .bn < n پس بگيريد. bn را هستند، اول an به نسبت که {a۱, a۲, . . . , an−۱} مجموعه�ی اعضای تعداد .۲
می�کنيم. تعريف an − bn برابر

an به نسبت که دارند وجود i > n انديس با ai بی�نهايت هنوز عمل دو اين پايان در ما ساخت نحوه�ی به توجه با .۳
دنباله�ی در حال باشد. am عدد، tnامين کنيد فرض می�کنيم. رها را نخست عدد tn اعداد اين بين در هستند. اول
در را بعدی جمله�ی ۲n−۱ ،p۲n در را بعدی جمله�ی ۲n−۱ ،p۲n−۱ در را نخست جمله�ی ۲n−۱ ،am+۱, am+۲, . . .

می�دهيم. ادامه بی�نهايت تا را عمل همين و می�کنيم ضرب p۲n−۱

nام: مرحله�ی پايان در ترتيب اين به

هستند. اول an به نسبت عدد an يعنی bn + tn دقيقـاً •

همين دقيقـاً که هستند akها از بی�نهايت�تا ،qi ∈ {p۲i−۱, p۲i} که اول اعداد از (q۱, q۲, . . . , qn) مثل nتايی هر برای •
متفـاوت ai اول عوامل با اولشان عوامل دارد وجود دنباله از جمله� بی�نهايت ،ai هر برای پس دارند. را اول عوامل

هستند. اول ai به نسبت ترتيب اين به و است
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