
 

  به نام او

 ١٣٩٠ی المپياد رياضی، حل سؤالات مرحله دوم بيست و نهمين دورهراه

 روی دايره SPQو  XY بايد ثابت کنيم کمان های SYو   QXرای اثبات موازی بودن. باول حلراه. ١

C1 .مماس بر دايره کار برای اين  برابرندC1 در نقطه S مشترکو محل تلاقی آن با مماس  کنيمرا رسم می 
Cو  C2 دايره های   شکل روابط زير برقرار است: با توجه بهناميم. حال می A را R در نقطه 3
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 :چنين روابط زير نيز برقرار استهم
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  داريم: )٤(و  )١(حال با توجه به روابط 

  SPQ RQ XY   

  شود.و حکم ثابت می

  نکته:



 

 ) که برابری ٣قسمت ( XY QX کند به صورت های مختلفی قابل بيان است . به را ثابت می
  توان استدلال زير را به کار برد:مثال میطور 
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 ) های) به وسيله بيان تجانس دايره١اثبات رابطه C1  وC Cو  C2 هایطور دايرهو همين 3 نيز  3
  قابل بيان است.

  داريم حل دوم.راه
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C و C2چنين چون هم مماس هستند،  R در نقطه 3

OR از مرکز دايره C کند. پس مرکز دايره نيز عبور می 3

C و  RYمحل برخورد  Cواقع است ( RCروی خط  3

C دايره است) در نتيجه   3 ( )CSR  90 2.  

)شود) نتيجه می٢) و (١از ( )SD OX 3.  

C و C1مرکز تجانس Sه کچنين با توجه به اينهم ، است 3
 محل برخورد امتدادDموازی هستند ( YQو  DQ پس

SC  با دايرهC1  است ) .در نتيجه YD OQ پس .  ( )YSD QXO 4  

  شود.ند و حکم ثابت میانيز موازی SYو  QXشود که) نتيجه می٤) و (٣حال با توجه به (

   



 

  

هايی را که با يک دوران به ناميم. آرايشبا خاصيت مطلوب را يک آرايش مجاز می nتا  1آرايشی از اعداد . ٢
  کنيم.شوند يکی فرض میهم تبديل می

n برای  n و برای آرايش مجازفقط دو  3  گرد يا (اعداد به ترتيب ساعت آرايش مجازنيز فقط دو 4
و برای اعداد  آرايشدو  ٣تر از کنيم که برای اعداد زوج بزرگگرد) وجود دارد. حال با استقرا ثابت میپادساعت
  مجاز وجود دارد. آرايش، چهار ٣تر از فرد بزرگ

به آرايشی  را حذف کنيم n اگرو  است nبرابر با  nمجموعِ دو عددِ مجاورِ ، nتا  ١در يک آرايش مجازِ . لم
nتا  ١مجاز برای  1 تا  ١رسيم. برعکس، اگر در آرايشی مجاز برای میn 1 عدد ،n  را بين دو عدد که
  آيد.به دست می nتا  ١است قرار دهيم، آرايشی مجاز برای  n مجموعشان

  شند، داريمبا bو  n، aاگر دو عدد مجاور . اثبات

,| ba nb an    2 3 

  پس:

a b n  

x (يعنی حالت باشند yو  x ) به ترتيبn (به غير از bو  aحال اگر دو عدد مجاور  a n b y(:  

| | |a x n a x a b a x b      

| | |b y n b y a b b y a      

،n،١،٢به آرايش مطلوبی از اعداد  n پس با حذف 1 ١اگر در آرايشی مجاز برای و برعکس  رسيممی 
nتا  1 عدد ،n  را بين دو عدد که مجموعشانn  تا  ١است قرار دهيم، آرايشی مجاز برایn  به دست
  آيد.می

  

nدرست باشد، سپس حکم را برای  nزوج  کنيم حکم استقرا برای عددفرض می حال 1  وn  ثابت  2
  کنيم.می



 

به طور  nتا  ١اند از چينش اعداد وجود دارد که عبارت nتا  ١بنابر فرض استقرا، تنها دو آرايش مجاز برای 
n حال بايدگرد. گرد و پادساعتساعت 1 را بين دو عدد مجاور از اين دو آرايش که مجموعشان n 1 

,}توانند فقط می شود که اين دو عدداست، قرار دهيم. به راحتی معلوم می }n1  يا{ , }n n 2 2 . پس باشند 1

n برای عدد فرد 1 اند چهار حالت صحيح وجود دارد که در دوتای آن اعداد به ترتيب دور دايره قرار گرفته
 کنيم) غير ازگذاری میگذاريم) و در دو حالت ديگر(که با حالات ب نام(اين دو حالت را حالات الف نام می

n 1 خواهيم جواب مساله را برای عدد زوجاند. حال میگرفته بقيه اعداد به ترتيب قرار n  بدست  2
 ،n،١،٢ مجاز اعداد هایآرايشرا بين دو عدد مجاور از  +٢nبياوريم. بايد عدد  1 ،که مجموع  قرار دهيم

n هاآن  n الف هایآرايششود که در . به راحتی معلوم میباشد 2  nو  1 تواند بينفقط می 2 1 
nهای ب مجموع هيچ دو عدد مجاوری آرايششود که در چنين به راحتی معلوم میقرار گيرد. هم  2 

nشود. بنابراين برای عدد زوج نمی  پس گام استقرا اثبات شد و وجود دارد.  آرايش مجازنيزفقط دو   2
  اثبات کامل است.

 نکته: اگر تمامی مراحل اثبات درست گفته شده باشد ولی عدد n 1  های دليل به آرايشرا بدون
  ای نخواهد داشت.عدد اضافه کند، اثبات اشتباه است و نمره n مجاز

 های بالا در جواب گرفته نشوندشوند يکی که با يک دوران به هم تبديل می هايیاگر آرايشn  ضرب
گرد ها (ساعتهايی که فقط جهت آنهمچنين اگر آرايش شوند و باز هم جواب مورد قبول است.می

  گرد) با هم تفاوت دارد يکی گرفته شوند باز هم مورد قبول است.يا پادساعت

 

  

  کنيم:حل مساله را با چند لم آغاز میحل دوم. راه

  هيچ دو عدد زوجی در دايره کنار هم نيستند. لم.

زوج  a2و  a1 و شده باشندبه ترتيب دور دايره چيده  naو  a3و  a2و  a1واضح است اگر اعداد اثبات. 

a| هم زوج است زيرا می دانيم a3گاه نباشند آ a a2 3 شوند ی اعداد زوج میو با تکرار اين روند همه 1
  که تناقض است.

فرد باشد تنها دو عدد فرد کنار هم  n زوج باشد اعداد دور دايره يکی در ميان زوج هستند و اگر n اگر لم.
  کنار هم زوج و فرد هستند. هایجفتی هستند و بقيه



 

برابر است و هيچ دو عدد زوجی کنار هم  باشد چون تعداد اعداد زوج و فرد زوج n اگر ١طبق لم اثبات. 
باشد چون تعداد اعداد فرد يکی بيشتر است فرد  nنيستند پس اعداد يکی در ميان زوج و فرد هستند و اگر 

  های کنار هم زوج و فرد هستند.ی زوجپس تنها دو عدد فرد کنار هم هستند و بقيه

  

کنيم که تنها يک چينش متوالی (بدون در نظر گرفتن جهت و چرخش) وجود حال برای اعداد زوج ثابت می
  .اندبه همين ترتيب دور دايره چيده شده nتا  ١ دارند. يعنی اعداد

  اثبات.

n عدد 1  مجاور آن زوج هستند. پس مجموع دو عدد مجاور بايد مضرب  دِاعدا ٢فرد است پس طبق لم
nزوجی از  1 برابرها آن مجموعِبايد  باشد پس n 2 n تر ازباشد (بيش 2 2 تواند باشد چون نمی 2

nو  n ماندهباقی ترين اعدادِبزرگ  n شانعوجممهستند که  2 2  مجاور اعدادِ ). پس قطعاًاست 2
n 1 بايد n  وn  nو  n باشند. پس اعداد 2 1  وn  با  به شکل متوالی قرار دارند. حال 2
  اعداد به شکل متوالی قرار دارند. یهمه دهيمنشان می استقرا

n و n اعدادفرض کنيد  1 و  n k به طور متوالی قرار گرفته اند )n k  2 نشان می ) 2
n دهيم عدد بعدی k 1  است. فرض کنيد عدد بعدیx باشد داريم |n k x n k    1 

n|دهد که نشان می k x  n تر ازکم x . حال چون1 k ست تنها عدد ممکنا n k 1 
n دهد عدد بعدیست که نشان میا k 1 کند.ست که اين روند متوالی بودن اعداد را اثبات میا  

 

n حال برای اعداد فرد  (بدون در نظر گرفتن جهت و چرخش)  آرايش مجازکه تنها دو  مکنيثابت می 3
  های زير باشندبه يکی از ترتيب بايد وجود دارند. يعنی اعداد حتماً

,, , n1 2  

, , , , ,, ,
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  .است nمتوالی عدد  فردِ دو عددِ تنهافرد باشد يکی از  n اگر لم.



 

اعداد باشد ولی اگر  n باشد بايد برابر n است و چون بايد مضربِتر کم n2از  n مجاورِ مجموع اعداد اثبات.
 فردِ پس يکی از دو عددِ فرد است. n شود چون n تواندها نمید مجموع آننزوج باش دو عددِ n مجاورِ

  ست .ا n متوالی عدد

n اگر  n پس فرض می کنيم شودحکم به راحتی اثبات می 5  5. 

  ی اثبات می پردازيم:به ادامهحال 

n عدد  آن يا  زوج هستند  يا يکی از اعداد مجاور  هر دو عدد مجاورِ ٣و لم  ٢فرد است پس طبق لم  2
n مجاور n است. اگر nآن   n ديگرِ باشد مجاورِ 2  nتواند فقط می 2  چون مجموع  باشد 4

nهای مجاور  nبايد بر  2  nتواند پذير باشد و اين مجموع حداکثر میبخش 2 2  باشد که چون 1
n  5 ،n n  3 6 2 nپس بايد  1 2 nو  nپس . باشد 4  nو  2   مجاور هستند ولی 4
nهای عدد فرد کنار هم باشند. پس مجاور ٣امکان ندارد  ٢طبق لم    زوج هستند. حال مانندِ دو عددِ 2

n مجاور بايد مضرب زوجی از عددِ دو اثبات برای اعداد زوج مجموعِ  nبايد برابر  باشد پس قطعاً 2 2 4 
n باشد (بيشتر از 2 nو  n باقی مانده ترين اعدادِتواند باشد چون بزرگنمی 4 1  مجموعشان هستند که

n 2 n که کمتر از است 1 3 n مجاور است). پس اعدادِ 6  n بايد 2 1  وn    .باشند 3

n تا اينجا ديديم که 1  وn  nو  2  n مجاور x هستند. حال اگر متوالی 3 1 باشد داريم 
|n x n  1   دهد:پس دو حالت رخ می 2

x :حالت اول n.   

  .هستند ،n،٢، ١ توان نتيجه گرفت اعداد متوالی و به صورتدر اين حالت مشابه اثبات اعداد زوج می 

ݔ:حالت دوم  = ١ 

n ترين عددی است که اعدادبزرگ k فرض کنيد 1 وn  nو  و  2 k  به طور متوالی قرار

n( اندگرفته k  1 n	 دهيمنشان می). 2
k




1
2

  است. n آن و عدد بعدیِ

n|داريمبناميد.  yعدد بعدی را  k y n k    n| دهدکه نشان می 1 k y  . از طرفی 1
nبا  k ،yی انتخابِ بنابر نحوه k 1  برابر نيست و چونn k y   y پس 1 n.  حال اگر

|بگيريم داريم  zرا  n عدد ديگر مجاور ( )n z n k . کنيم ادعا میn
n

k



1

2
زيرا در غير . 



 

nو  z اين صورت kکمتر از هر دو n
2

| با خواهند بود که  ( )n z n k  پسدر تناقض است . 

n
n

k



1

2
n| چون و  k n 1 پس n

k



1

2
 همان n مجاور مجموع اعدادِ. حال چون 

n  است روشن است که عدد ديگر مجاورn بايد n  1
2

  .باشد 

nو  و  ٢و  ١ توان ثابت کرد اعدادحال به طرز مشابه می  3
2

nو    1
2

 آرايشِآيند پس متوالی می 

,مورد نظر  , , , ,, ,
n n n

n n
  

  
1 1 3 1
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 .نکته: اثبات حتی درست نحوه ی زوج و فرد قرار گرفتن نمره ای ندارد  

  

   



 

t رض کنيدحل اول. ف. راه٣ q s 1  کهq  و  است اولعددی( , )s q  بزرگترين  در واقع . (1
ݐ	است که   ݍتوانی از +   را می شمارد)  ١

x   را طوری انتخاب کنيد که x0 حال 0 xو  )q1 ی(به پيمانه 1 t0. قرار دهيدn x ادعا  .0
  جواب مسئله است. n می کنيم اين

  ،i برای هرتوجه کنيد 

in t t  1 0  به پيمانه ی)q1 ولی (in t t   1   )q(به پيمانه ی  0

inای  iفرض کنيد به ازای  t   توان کامل شود. (فرض خلف) در نتيجهr  ای وجود دارد که   r   و1

i rn t y  نمای عدد اول   و چون q   در تجزيه یin t  به عوامل اول برابر با   ،است بر 

r در نتيجه پذير استبخش .α  و  2
( )

  ( )  
ir i r rry n t x t z t


     0 از همين .
y.شود که تساوی نتيجه می z  

  حال توجه کنيد،

  rr r r r rz t z x z z z y z t         0 1 

  کار می کند.  nکه تناقض است. پس فرض خلف باطل است و اين 

  کنيم که در آن،ای استفاده میتوجه کنيد در اثبات نابرابری سوم از بسط دو جمله

 
( )

( )    r r r r rr r
z z rz z rz z z 
       1 211 1

2
  

r(نابرابری بالا برای     درست است) 2

  و حالت در نظر بگيريد.حل دوم. دراه

tيک)   ) توان کامل نباشد. قرار دهيد  1 )n t t  21 کند. فرض کار می n. ادعا می کنيم اين 1

knای  kکنيد برای  t  توان کامل شود. در نتيجه با تعريف( )  y t t  21،  

    ( )   ( )( )k k kt t t y ky ky t t b t           
2 11 1 1 1 1 1 

 مناسبی) b(به ازای 



 

tبه وضوح   و  1 b t  1 هريک اند و ضربشان توان کامل است. پس بايستی نسبت به هم اول 1
  توان کامل باشند که خلاف فرض اوليه ما است.

tدو)   rtتوان کامل باشد. قرار دهيد  1 m 1  کهm  توان کامل نيست. (برای اين کارr  را

)ترين توان ممکن انتخاب کنيد) قرار دهيد بيش )n t t  2
0 1  و  1  rn n جواب  n. همين 0

  مسئله است.

,فرض کنيد به ازای  ,k c d ایk dn t c يم گير. مشابه روش کار در حالت (يک) نتيجه میt  1 
tام کامل است. پس با توجه به اين که  dتوان   ترين نمای بيش rام کامل نيز هست و  rتوان  1

rپذير است. پسبخش dبر  rممکن است،  ld و  

      d k d kldt c n c n    0  

       kl dd d klc n c c n n n t     11 2
0 0 0 0  

  که تناقض است.

  

  مواردی که اثبات آن ها نمره ای در بر ندارد:

  اثبات برای حالت خاصt k 4 tيا  1 k 8   و از اين قبيل. 3

  اثبات برای حالت خاصی کهt 1  عامل اولی مانندp  داشته باشد کهt  بخش پذير  p2بر  1
  نباشد.

  

  اشتباهات رايج:

 کهاثبات اين n  ای وجود دارد که برای هر  i  ،ایin t  توانi .در حالی که ام کامل نيست 

inشد بايد ثابت می t  توانj ام کامل نيست حتی برایj i.  
 ِمعرفی n نسبت به  کهبدون اثبات اينt  استاول.  

  

   



 

  شود.هايی يافت نمیبا استفاده از برهان خلف نشان می دهيم چنين زير مجموعه حل الف). راه٤
، ... افراز کرد A1 ،A2 ،A3طور نباشد و بتوان اعداد طبيعی را به زيرمجموعه های دو عضوی فرض کنيد اين

}اگر   باشد. i1391برابر  iAطوری که حاصل جمع اعضای  , }i i iA a b  باشد آنگاه چونia  وib 
iاند و  اعداد طبيعی ia b i  1391  پس,i ia b i 1391:داريم .  

       ,i ii a b i       1391 1391 1391 1391 2 1391  
2از  A1 ،A2 ،A3 ، ... ،A1391پس همه ی اعضای  کمتر هستند، يعنی حداکثر  1391 2 1391 1 

های دوعضوی، که مجموعه قرار داد که با فرض اوليه مبنی بر افراز به مجموعه ١٣٩١توان در اين عدد را می
2ی آن در نتيجه دهد گيرد، تناقض دارد. اين تناقض نشان میمجموعه قرار می ١٣٩١ عدد در اين 1391

ی شدههای دوعضوی با شرايط خواستهتوان به زيرمجموعهفرض اوليه نادرست بوده و اعداد طبيعی را نمی
  مسئله افراز کرد.

  

  دهيم جواب مثبت است.ها نشان میبرای ساخت اين مجموعه روشیی ارائه ب) با

ای ترين عددی که تا به حال در هيچ مجموعه، کوچکiaام، -iی به اين صورت است که در مرحله روش

iقرار نگرفته و  ib i a  21391 ی را در مجموعهiA م دهيدهيم. در مراحل زير نشان میقرار می
  های حاصل شرايط مسئله را داراست.مجموعه

 aها قرار می گيرد، در غير اين صورت، فرض کنيد آ. همه ی اعداد طبيعی در حداقل يکی از اين مجموعه
 aتر از اعداد کوچکی ام همه-iی ای نيامده و در مرحلهترين عددی باشد که در هيچ مجموعهکوچک

شود. پس فرض اوليه انتخاب می aعدد  iدر مرحله  روش فوقانتخاب شده باشند، در اين صورت طبق 
  شوند.ها پوشانده میی اعداد طبيعی در اين مجموعهنادرست بوده و همه

 شودکنيم هيچ عددی در بيش از يک مجموعه نيامده و بدين ترتيب ثابت میمراحل زير ثابت میبـ . در 
  افرازی است که مورد نظر سوال است. روشاين  خروجیِ

iaلم.  i 2 1.  
iام، -iتا پيش از مرحله ی  .اثبات 2 اند، پس دست کم يکی از اعداد عدد در مجموعه ها قرار گرفته 2

iکمتر يا مساوی  2 iaانتخاب نشده است در نتيجه  1 i 2 1.  



 

نيامده ای ترين عددی است که تا به حال در هيچ مجموعهکوچک iaبا توجه به اينکه در هر مرحله  .١

iکدام از با هيچ iaپس  2 iچنين عدد قبلی برابر نيست و هم 2 ja a  کهj i .باشد  

 ( )i i ib i a i i a        2 21391 1391 1 2 1 

iاگر   .٢ j :آنگاه  

( )i i j jb i a i i i b a           2 2 21391 1391 2 1 1391 1 

های متفاوت با يکديگر برابر بدين ترتيب ثابت شده است که هيچ دو عدد در يک مجموعه يا در مجموعه
  نيستند در نتيجه هر مجموعه دقيقا دو عضوی است و هيچ عددی در بيش از يک مجموعه نيامده است.

 

)بتدا فرض کنيد حل اول. اراه. ٥ , ) ( , , , )Q b d P b d 0 )در اين صورت 0 , )Q b d  اگر و تنها اگر  0

xچندجمله ای  bx d 4 ی حقيقی باشد و اين مورد هم برقرار است اگر و تنها اگر دارای چهار ريشه 2

x bx d 2  دارای دو ريشه حقيقی نامنفی باشد  

  (چرا که

( )( ) ( )( )x bx d x x x bx d x x             2 4 2 2 2  

xو   2  به عوامل خطی تجزيه می شود اگر و تنها اگر  x) حال ثابت می کنيم 0 bx d 2 

,ی حقيقی نامنفی است اگر وتنها اگر دارای دو ريشه ,b d b d   2 4 0 0 0.  

,فرض کنيد    xريشه های  0 bx d 2 باشند در اين صورت:  

( )( ) ( )x bx d x x x x            2 2  

)و بنابراين   ) ,b d       0 و چون چندجمله دارای ريشه بود پس  0

b d 2 4 0.  

,حال بر عکس فرض کنيد  ,b d b d   2 4 0 0 xبنابراين  0 bx d 2ی دارای دو ريشه
,حقيقی است فرض کنيد اين ريشه ها    باشند در اين صورت مانند قبل( ),b d      

dحال   ,بنابراين  0  دارای علامت مخالف نيستند، بنابراين اگر  گاه آن 0  و در نتيجه  0
( )b      ,که خلاف فرض ماست پس داريم 0     خواستيم ثابت شد.چه میوآن 0



 

  حال داريم

)١(( , ) , ,Q b d b d b d     20 4 0 0 0  

bحال برای هر   )ی ای تک متغيرهچندجمله 0 )bQ y که( ) ( , )bQ y Q b y  برایb
y 

2
0

4
 

yنامنفی و برای   )ای تابعی پيوسته است پس منفی است و چون هر چندجمله 0 )bQ 0 پس  0
)ای چندجمله ) ( , )L b Q b bبرای هر  0  ای دارای بی برابر صفر شده است و اين يعنی اين چندجمله 0

)نهايت ريشه است و بنابراين همه جا صفر است و اين يعنی  ) ( , )L Q 1 10 )  بايد ١بنابراين طبق ( 0
1داشته باشيم   به تناقض رسيديم پس حکم مسأله ثابت شد. پس0

 

)ای های به شکل ندجملهحل دوم. چراه )( )x sx t x ux v   2 را در نظر بگيريد. اين  2

xی حقيقی است اگر و تنها اگر هر يک از ای دارای چهار ريشهچندجمله sx t 2 وx ux v 2

s,افتد اگر و تنها اگر حقيقی باشند و اين اتفاق میی دارای دو ريشه t u v   2 24 0 4 0.  

  توجه کنيد که 

( )( ) ( ) ( ) ( )x sx t x ux v x s u x t su v x sv tu x tv            2 2 4 3 2  

)پس اگر  , , , )P a b c d ای با خاصيت گفته شده در فرض موجود باشد داريمچند جمله:  

( , , , ) ,P s u t su v sv tu tv s t u v         2 20 4 0 4 0  

)پس اگر  , , , ) ( , , , )Q s t u v P s u t su v sv tu tv    گاهآن  

)١(( , , , ) ,Q s t u v s t u v     2 20 4 0 4 0  

  :کنيمقبل عمل می حلراهحال شبيه 

mاگر  n 2 4 ,ای تک متغيره در اين صورت چندجمله0 , ( ) ( , , , )m n kQ x Q m n k x برای

k
x 

2

4
kنامنفی و برای  

x 
2

4
قبل داريم  حلراهمنفی است و بنابراين مثل  



 

, , ( ) ( , , , )m n k
k k

Q Q m n k 
2 2

0
4 4

m. حال اگر   ای چندجمله 0

, ( ) ( , , , )m k
k

P y Q m y k
2

4
mبرای هر  

y 
2

4
برابر صفر شده است و بنابراين بی نهايت ريشه دارد،  

)حقيقی  yپس برای هر  , , , )
k

Q m y k 
2

0
4

)پس به طور مثال بايد   , , , )Q 110 0 ) بايد ١پس طبق ( 0

   23 1 4   شود.بت میرساند و حکم مسأله ثاکه اين ما را به تناقض می 0

,رض کنيد حل سوم. راه ,   ای اعدادی حقيقی باشند در اين صورت چندجمله

( )( )(( ) )x x x      2  برای هر  دارای چهار ريشه حقيقی نيست اما برای  0  0 
  ی حقيقی است پس اگر دارای چهار ريشه

( )( )(( ) )x ax bx cx d x x x           4 3 2 2  

)گاه آن , , , )P a b c d  اگر  0  )و  0 , , , )P a b c d  اگر پس  0  پس مانند قبل نتيجه  0

xگيريم که اگر می ax bx cx d   4 3 ی ی حقيقی باشد و يک ريشهدارای چهار ريشه 2
)مضاعف در اين صورت  , , , )P a b c d    توانيم به اتمام برسانيم.حل قبلی میحل را مانند راهحال راه 0

 حل قبل هم با اثبات توجه کنيد که در واقع در راه( , , , )
k

Q m n k 
2

0
4

mبرای  n 2 4 0 

    ا همان حکم بالا را ثابت کرده بوديم. دقيق



 

ˆاين داريم براست. بنا Bالساقين به رأس متساوی BDTثلث . حل اول. راه٦ ˆDTB B
1
2

طور مشابه . به

ˆ ˆDSC C
1
2

  اين بر. بنا

ˆˆ ˆ ˆ .TDS B C A    
1 1 1180 90
2 2 2

  

Iو  Iترتيب را به ATSو  ABCهای های محاطی داخلی مثلثهای دايرهاگر مرکز   بناميم، خواهيم
  داشت

ˆ ˆ,̂

ˆˆ ˆˆ .

I TS T I ST S

TI S T S A 

  

    

1 1
2 2

1 1 1180 90
2 2 2

  

ˆبنابراين  ˆDS TT I S  و چونI   وD  هردو يک طرف خطTS  هستند، چهارضلعیTDI S  محاطی
است که همان  SDو  TDهای منصفمحيطی اين چهارضلعی همان محل برخورد عمود یهاست. مرکز داير

 یههستند. پس مرکز اين دايره همان مرکز داير ABCاز مثلث  Ĉو  B̂های خارجی زوايای سازنيم
  ناميم.می aIاست که آن را  Aمتناظر با رأس  ABCمحاطی خارجی مثلث 

aIو شعاع  aIبه مرکز  یهاگر داير D  را  ،بناميمI   همان تقاطع  با خطaAI چنين است. همaI 

TDSˆقرار دارند (چون  TSدر دو طرف  Dو   است)  TDSمحيطی مثلث  یهمرکز داير aIو  90

Iدر حالی که   ،D  وI در يک طرف TS  قرار دارند. پسI  خط روی نيمaI I المرکزين است که خط
Iکه است. پس برای اثبات اين محاطی و  یهداير  محاطی است، کافی است ثابت  یهداخل يا روی داير

aکنيم  a aI r I I II I r     که در آنr محاطی داخلی مثلث  یهشعاع دايرABC  .است

arاما  DI  وa aI I I D شوند به ل میهای فوق تبدي. پس نامساوی

a a aID I D II I I ID     که همان نامساوی مثلث در مثلثaI ID  است و حکم ثابت
  شود.می



 

  

Eفرض کنيد حل دوم. راه  محاطی داخلی مثلث  یهتماس داير یهنقطATS  با ضلعAS  باشد. با توجه

II یهبه اين که زاوي   با ضلعAC  برابر باA
2

)cosاست، خواهيم داشت   )
A

EE II 
2

. پس کافی 

)cosاست ثابت کنيم  )
A

EE r 
2

  دانيم. می

 

( ),

( ) ( ) ( ) .

AB AC BC

AE AT AS TS AB BD A D

A

C C TS

E  

     



  

1
2
1 1
2 2

  

AEتوجه کنيد که  AE محاطی داخلی مثلث  یه، زيرا دايرABC  کاملاً داخل مثلثATS 

EEاست. بنابراين  rبيشتر از  ATSمحاطی داخلی  یهاين شعاع دايربراست و بنا BC TS  
1
2

 .

cosاست ثابت کنيم پس کافی
A

C TSB r
1
2 2

  بگيريم، داريم AIبا  EFرا تقاطع  M. اما اگر 

ˆcos sin .
A

IE MIE EM EFr   
1

2 2
  

TBCبراين کافی است ثابت کنيم بنا S EF 2 داريم .FE TS BC  2
  

  زيرا 



 

( ) ( )FE TS FB BC CE TB BC CS      
       

  

FBو  TB CE CS    0
   

  . بنابراين

BC FE TS FE TS FE TBC S     22
    

  

  شود.و حکم ثابت می

  ها نمره ندارد:نکاتی که نوشتن آن

  حل مسئله در حالتی کهAB AC. 

  تنها دو فرمولAE p a   وE p TSA   . 

 محاطی مثلث  یهمعادل کردن حکم مسئله با يک نامساوی بر حسب شعاع دايرATS. 

 BI TD  وCI SD. 

 ˆ ˆDT EDF S   90. 

  اثبات اين کهI   داخل مثلثTDS .نيست 

  نوشتن فرمولی برایAI  وAI   بر حسب اضلاع وTS  وcos Â
1
2

های مقدماتی و انجام کار 

  ها).کسينوس یهبا مقدار آن با استفاده از قضي TSها (از جمله جايگذاری کردن روی اين فرمول

  


