
 به نام او

 المپیاد ریاضی آزمون انتخابی تیم

 چهار ساعت و نیم: زمان(                          روز اول)امتحان اول                       1931ماه  چهارم اردیبهشت
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 . سانی باشند دارای زوجیت یک

 
 

را  Iو از  BACرا وسط کمان D. باشد ABCالزاویه  ی محیطی مثلث حاده دایره فرض کنید  .2
را  و دایره  Eرا در  BCضلع  DIفرض کنید . بگیرید ABCی محاطی داخلی مثلث  مرکز دایره

ثابت . قطع کند Pرا در  AFکنیم تا  رسم می AIخطی موازی  Eاز .  قطع کند Fبرای بار دوم در 
 . کند را نصف می BPCی  زاویه EPکنید 

 

9. n ی  زیرمجموعه. را یک عدد طبیعی بگیریدS های زیر است از نقاط صفحه دارای خاصیت : 

 . باشد روی حداقل یکی از این خطوط قرار داشته Sخط در صفحه یافت که هر عضو  nتوان  نمی( الف

Xبرای هر ( ب S ،n شود که هر عضو  خط در صفحه یافت می{ }S X          روی حداقل یکی از
 . باشد این خطوط قرار داشته

 . را بیابید Sحداکثر تعداد اعضای       
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4. m 1  خط افقی وn 1 (,m n  در  ای گونهرا به خط عمودی  (4
mایم که یک جدول  صفحه رسم کرده n مسیری . ایجاد شده است

های این جدول در نظر بگیرید که خودش را قطع  خط پاره ه را رویبست
)ی  کند و از همه نمی )( )m n 1  کند عبور میجدول  رأس داخلی 1

رونی کدام از رئوس بی و از هیچ (.هر رأس محل تلاقی دو خط است)
باشد که مسیر از جدول تعداد رئوس داخلی  Aفرض کنید . گذرد نمی
ها در مسیر مورد استفاده  باشد که تنها دو یال مقابل آنهایی از جدول  تعداد خانه Bها مستقیم عبور کرده است،  آن

مثلًا در شکل بالا ) .ها در مسیر استفاده نشده باشد هایی باشد که هیچ یالی از آن تعداد خانه Cقرار گرفته باشد و 
A  4،B  1،C  5 ،m  nو  4   : ثابت کنید (5

A B C m n    1 
 

 

f:تابع .5  0 a,دارای این خاصیت است که برای هر  0 b  0 
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)  ( ) ( ) ( )
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a,ثابت کنید برای هر       b  )داریم   0 ) ( ) ( )f a b f a f b   . 

 

,فرض کنید . است  محاط شده در دایره  ABCDEضلعی  پنج .6 , , ,a b c d e     های  به ترتیب قرینه 

,نسبت به  , , ,AB BC CD DE EA محل برخورد دوم . باشد,a e   راA نقاط . بنامید, , ,B C D E    
 :ثابت کنید. شوند نیز به طور مشابه تعریف می

( )

( )

S ABCDE

S ABCDE

    
 2 3

 

( )S X ی مساحت شکل دهنده نشانXاست . 
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nتوان  آیا می .1 
 
 
 
2

 
 مسیر که به ازای هرطوری  داد رأسی قرارnگراف کامل های  العدد طبیعی متوالی را روی ی

,های  به طول سه با یال( یا دور) ,a b c (یالb  بینaوc )علیه مشترک عدد یال ترین مقسوم بزرگa  و عدد

 ؟شماردب را b، عدد یال  c یال

 
 

3. ( )g x تمام توابع . و با ضرایب حقیقی مثبت است  3حداقل  ی ای از درجه یک چندجمله:f   

x,را بیابید که برای اعداد  y  داشته باشیم: 

( ( ) ( ) ) ( ) ( ) ( )f f x g x y f x g x f y    2 2 

 

2.  ABCD 1,های  دایره. الاضلاع است یک متوازی های  خط بر پاره 1گیرید که را طوری در نظر ب 2
,AB AD  های  خط بر پاره 2و,BC CD های  ای وجود دارد که بر خط فرض کنید دایره. مماس باشد
,AD DC  1,مماس است و با خطوط ای وجود دارد که بر  ت کنید دایرهثاب. نیز مماس خارج است 2
,AB BC  1,با مماس است و  . مماس خارج است 2
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,برای اعداد حقیقی و مثبت  .2 ,a b c کهab bc ca    :نشان دهید ،1

( )
a a b b c c

a b c
bc ca ab

    3
 

 

ÔBAقرار دارند طوری که  Oبه مرکز   ی روی دایره Bو  A ی دو نقطه .5 060 12 .C  را

بسازد و  60 ی زاویه OCبگذرانید که با  Cخطی از . بگیرید AOBمحیطی مثلث  ی مرکز دایره
های محیطی  فرض کنید دایره. قطع کند Nو  Mترتیب در  را به بر  Bو  Aهای رسم شده از  مماس
ثابت کنید . قطع کنند Pو یکدیگر را در  Rو  Qترتیب در  را به ، CBNو  CAMهای  مثلث

OP QR. 

 
iنامیم اگر عددهای طبیعی  را وفادار میاعداد طبیعی  از Bی  زیرمجموعه .6 j  موجود باشند که

{ , ,..., }B i i j 1 .چنین برای هر  همC  ،( )Q C های وفادار  ی تمام زیرمجموعه را مجموعه
C بگیرید . 

}ی حال برای هر زیر مجموعه }kA a a a  1 ,}از  2 , , }n1  : دهیمقرار می 2

                              ( ) max i ii k
f A a a


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 : کنیم و تعریف می
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mثابت کنید         وجود دارد که برای هر عدد طبیعیm n داریم( ) ( )F n G n . 

A  است و اگر Aی  تعداد اعضای مجموعه Aمنظور از  )      1 ،( )f A گیریم را صفر می.) 
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,گرد  در نظر بگیرید و اضلاع آن را به ترتیب ساعت Oضلعی منتظم به مرکز  k2یک  .9 ,, kl l l1 2 . بنامید 2
O  را نسبت بهl1 حاصل را نسبت به  ی سپس نقطه. قرینه کنیدl2  قرینه کنید و این کار را متوالیاً تا آخرین

 .ضلعی مذکور است k2کمتر از محیط  Oنهایی از  ی نقطه ی ثابت کنید فاصله. انجام دهیدلع ض

 

ها را  تا از آن 9222وجود دارند که همگی صفر نباشند و هر ( نه لزوماً متمایز) عدد حقیقی 6222آیا  .6

( x1000به جز ضریب)ای  قرار دهیم، ضرایب این چندجمله 9222ای تکین درجه  چندجمله یک های ریشه
 عدد دیگر شوند؟ 1000گشتی از  جای

 
 

x,ی اعداد صحیح  همه .3 y را بیابید که : 

( )( ) ( )( )y xy x x y x xy y x y        3 2 3 21 1 
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4. p ای  چندجمله. یک عدد اول فرد است( )
n

j
j

j

f x a x



0

گوییم هرگاه مانده -iرا  با ضرایب صحیح 

|

p

j
p j

a i



1

}نشان دهید .  ( ), ( ), , ( )}f f f p 0 1  است pی  ها به پیمانه گاه کامل مانده یک دست 1

) های ای چندجملهاگر و تنها اگر   ( )),( ( )) ,(, ( ))pf x f x f x 2 ) ای چندجمله و مانده-0  ، 2 ))( pf x 1 ،

 .باشد مانده -1

 

5. n فرض کنید . عددی طبیعی است,A B  ی  مجموعهدوn ای  عضوی از نقاط صفحه باشد که هیچ سه نقطه
).یستندخط ن ها هم از آن )T A ای متشکل از   های شکسته را تعداد خطn 1 بگیرید که خودش را خط  پاره

) .است Aو رئوس آن همان اعضای  دکن قطع نمی )T B اگر اعضای . شود هم به طور مشابه تعریف میB 
)ثابت کنید  ،این طور نباشند Aضلعی محدب باشند ولی اعضای  nرئوس یک  ) ( )T B T A . 

 

 

Cو  A ،Bفرض کنید نقاط . بنامید Oرا  ABC ی ی محیطی مثلث حاده الزاویه مرکز دایره  .6  
ABCهای  های محیطی مثلث باشند طوری که دایره ABو  BC ،CAترتیب روی اضلاع  به  ،

BCA   وCAB   ازO به مرکز  ی محور اصلی دایره .بگذرندB  و شعاعBC به مرکز  ی و دایرهC  
و  Al ،Blثابت کنید خطوط . طور مشابه تعریف کنید را هم به Clو  Blخطوط . بنامید Alرا  CBو شعاع 

Cl دهند که مرکز ارتفاعی آن بر مرکز ارتفاعی مثلث  مثلثی تشکیل میABC منطبق است. 
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