
او نام به
۱۳۹۰ رياضی، المپياد دوره�ی نهمين و بيست دوم مرحله سؤالات راه�حل

قرار مفروض خط طرف يک مورچه ۶۹۵ لااقل مورچه، ۱۳۹۰ از لانه�کبوتری اصل طبق اول. راه�حل .۱
در که می�گيريم درنظر را مورچه�هايی آن تنها ادامه در باشد. خط بالای طرف اين کنيد فرض دارند.

دارند. قرار خط بالای
نمايش�گر (xi, yi) که کنيد فرض و کنيم می انتخاب آن بر عمود را y محور و خط جهت در را x محور
که: داريم j و i مختلف مورچه�ی دو برای صورت اين در باشد. محور بالای در مورچه يک سر مختصات

(xi − xj)
۲ + (yi − yj)

۲ ≥ ۲۲ = ۴ ⇒ (xi − xj)
۲ ≥ ۴− (yi − yj)

۲ ≥ ۳

بر مورچه�ها که کنيم فرض اگر پس xi − xj ≥
√
۳ که داريم خط بالای در مورچه�ای دو هر برای لذا

متوالی عضو دو هر فاصله�ی که داريم x۱ < x۲ < x۳ < ... < x۶۹۵ يعنی: شده�اند، مرتب x مختصه حسب
xراستای در مورچه دو اين نتيجه در x۶۹۵ − x۱ ≥

√
۳× ۶۹۴ > ۱۲۰۰ پس ۳√است لااقل فوق دنباله�ی از

است. متر ۱۲ از بيش�تر آن�ها فاصله�ی کلا�ً پس دارند فاصله متر ۱۲ از بيش
معادل مسئله فرض کنيم، رسم سانتی�متر يک شعاع به دايره�ای مورچه هر سر مرکز به اگر دوم. حل راه
می�کنند(چرا؟) قطع را نظر مورد خط همگی و نمی�کنند قطع را هم�ديگر دايره�ای دو هيچ که می�شود اين
کلی به دايره�ها همه�ی که می�دهد نتيجه می�کنند قطع را نظر مورد خط دايره�ها همه�ی که اين هم�چنين

می�گيرند. قرار خط مرکزيت به ۴ پهنای به نواری داخل
می گيرد می قرار سانتی�متر ۱۰۰۰ طول درون مورچه�ها همه�ی سر که کنيم فرض اگر خلف فرض با
باشند. آن درون کلی به دايره�ها همه که دارد وجود نظر مورد نوار از ۱۰۰۲ طول که گرفت نتيجه توان
ناحيه اين درون دايره�های مساحت مجموع از که است مربع سانتی�متر ۴۰۰۸ ناحيه اين مساحت اما

است. تناقض اين و است کم�تر (۱۳۹۰π ≈ ۴۳۶۷)
می�دهد. نيز به�تری کران�های که دارد وجود مسئله اين برای نيز ديگری راه�حل�های توضيح:

يک BEG صورت اين در بگيريد. BC ضلع به نسبت E نقطه�ی قرينه�ی را G شکل مطابق اول. راه�حل .۲
.(∠EBG = ۹۰◦− ∠ABC

۲ = دارد(◦۶۰ درجه ۶۰ زاويه�ی يک که (BE = BG)است متساوی�الساقين مثلث
در که اين به توجه با بگيريم مثلث اين از BG ضلع وسط را M اگر است. متساوی�الاضلاع مثلث اين پس
است کافی� پس .∠BEM = ۳۰◦ نتيجه در و EM ⊥ BG است، ارتفاع همان ميانه متساوی�الساقين مثلث
است. ∠A زاويه�ی نيم�ساز روی D نقطه�ی که کنيد توجه منظور اين برای .BD ≤ BM که دهيم نشان
بر DH که اين به توجه با ديگر طرف از اما .BD = DH باشد، AC بر D از وارد عمود پای H اگر پس
عمود طرف يک در B و D که می�دهد نشان اين .BD ≤ DC کل در پس .DH ≤ DC است، عمود AC

وسطش نقطه�ی در را BG تالس قضيه�ی طبق ،BC منصف عمود که می�دانيم اما دارند. قرار BC منصف
اثبات ترتيب اين به و DB ≤ BM لذا و دارد قرار BM پاره�خط روی D نتيجه در می�کند. قطع M يعنی

می�رسد. پايان به

۱



مطابق را است AD BEو تقاطع محل اين�جا در که ABC مثلث داخلی محاطی دايره�ی مرکز دوم. راه�حل
داريم: صورت اين در بگيريد. ۱

۲∠BAC برابر را α می�دهيم. نمايش I با معمول

∠IBD = ۹۰◦ − ∠IBA = ۹۰◦ − ∠CBA
۲ = ۹۰◦ − ۳۰◦ = ۶۰◦

∠CEB = ۹۰◦ − ∠CBE = ۹۰◦ − ∠CBA
۲ = ۹۰◦ − ۳۰◦ = ۶۰◦

از است. دو هر مشترک ضلع BE و ∠CEB = ∠EBD = ۶۰◦ ،BED و BEC مثلث دو در بنابراين
و BD

AB = tanα که می�دانيم ولی BD ≤ CE که دهيم نشان است کافی است، ∠EBC = ۳۰◦ که آن�جا
پس .EC

BC = tan(۳۰◦)
BD ≤ CE ⇔ AB tanα ≤ BC tan ۳۰◦

⇔ AB
BC . tanα ≤ tan ۳۰◦

⇔ tanα sin(۱۲۰◦−۲α)
sin(۲α) ≤ tan ۳۰◦

⇔ sinα
cosα

sin(۱۲۰◦−۲α)
۲ sinα. cosα ≤ tan ۳۰◦

⇔ sin(۱۲۰◦ − ۲α) ≤ ۲cos۲α. tan ۳۰◦

⇔ sin ۱۲۰◦. cos(۲α)− sin ۱۲۰◦. sin(۲α) ≤ (۱+ cos(۲α)) tan ۳۰◦

⇔ (sin ۱۲۰◦ − tan ۳۰◦). cos(۲α)− cos ۱۲۰◦. sin(۲α) ≤ tan ۳۰◦

می�کنيم. استفاده کوشی�شوارتز نامساوی از آخر معادل حکم اين دادن نشان برای حال
((sin ۱۲۰◦ − tan ۳۰◦). cos(۲α)− cos ۱۲۰◦. sin(۲α) ≤ tan ۳۰◦)۲

≤ ((sin ۱۲۰◦ − tan ۳۰◦). cos(۲α)− cos ۱۲۰◦. sin(۲α) ≤ tan ۳۰◦)۲

= (
√
۳
۲ −

√
۳
۳ )۲ + (−۱

۲ )۲ = ۳
۳۶ +

۱
۴ = ۱

۳ = tan۲(۳۰◦)

کنيد فرض خلف برهان به منظور اين برای است. صعودی اکيداً دنباله اين که می�دهيم نشان ابتدا .۳
دهيد. قرار p− i برابر را j ،p مثل بزرگ اول عدد يک برای حال .ai = ai+۱ ،i طبيعی عدد يک برای که
در و دارد مقسوم�عليه دو تنها هم ai + aj پس دارد. مقسوم�عليه دو تنها و است اول i+ j صورت اين در
دارد. مقسوم�عليه دو نتيجه در و بوده اول هم ai+۱ + aj لذا و ai+۱ + aj = ai + aj اما است. اول نتيجه

۲



ندارد. امکان که است اول هم i+ j + ۱ = p+ ۱ پس
دارد. مقسوم�عليه p ،i+j = ۲p−۱ صورت اين در دهيد. قرار است اول عدد يک p که ۲p−۲ برابر را j و i حال
۲α۱pα۲

۲ · · · pαs
s صورت به اول عوامل به ۲ai تجزيه�ی اگر حال باشد. داشته مقسوم�عليه p بايد هم ۲ai پس

باشيم: داشته بايد باشد،
(α۱ + ۱)(α۲ + ۱) · · · (αs + ۱) = p

و α۱ = p− ۱ پس است. α۱ + ۱ ناچاراً آن�هم و باشد يک از بزرگ�تر می�تواند αiها + ۱ از يکی تنها پس
عدد بی�نهايت در که داريم صحيح اعداد از صعودی اکيداً دنباله�ای حال .ai = a۲p−۲ = ۲p−۲ نتيجه در
را خاصيت اين عددی هر برای است مجبور دنباله اين صورت اين در است. شده ak = k ،k مثل صحيح

است. طبيعی اعداد دنباله�ی می�کند صدق خاصيت اين در که دنباله�ای تنها پس باشد. داشته

صورت اين در کنند. برآورده را مسئله شرط a۱, a۲, . . . , an حقيقی اعداد کنيد فرض .۴
۲۰ = a۲۱ + a۲۲ + · · ·+ a۲n < ۱+ ۱+ · · ·+ ۱︸ ︷︷ ︸

n

= n

کنيد فرض منظور اين برای است. جواب n = ۲۲ که دهيم نشان می�خواهيم .n ≥ ۲۱ پس
a۱ ≤ a۲ ≤ · · · ≤ a۲۱

حال .a۲۱+a۲۲+ · · ·+a۲۲۱ = ۲۰ و a۱+a۲+ · · ·+a۲۱ = ۰ که باشند (−۱, ۱) بازه�ی در حقيقی عدد تعدادی
کوچک�ترين ۲۱ که اين به توجه با طرفی از .a۱ ≤ ۰ ≤ a۲۱ پس .a۱ ≤ a۱+a۲+···+a۲۱

۲۱ ≤ a۲۱ که کنيد دقت
k مشخص طبيعی عدد بنابراين باشند. صفر نمی�توانند aiها از هيچ�کدام است خاصيت اين با ممکن عدد

که دارد وجود
−۱ < a۱ ≤ a۲ ≤ · · · ≤ ak < ۰ < ak+۱ ≤ · · · ≤ a۲۱ < ۱

داريم: حال .۰ < a۲i < ai نتيجه در و باشد ۰ < ai < ۱ بايد k + ۱ ≤ i ≤ ۲۱ هر برای آن�گاه ،k ≤ ۱۰ اگر
۲۰ = a۲۱ + a۲۲ + · · ·+ a۲۲۱ = (a۲۱ + · · ·+ a۲k) + (a۲k+۱ + · · ·+ a۲۲۱)

< (a۲۱ + · · ·+ a۲k) + (ak+۱ + · · ·+ a۲۱)

< (a۲۱ + · · ·+ a۲k) + (−a۱ − a۲ − · · · − ak)

< ۲k ≤ ۲۰

به بالا استدلال تکرار و ai جای به −ai دنباله�ی گرفتن نظر در با ،k ≥ ۱۱ هم اگر است. تناقض يک که
شرايط زير دنباله�ی هم n = ۲۲ برای .n ≥ ۲۲ لذا و باشد ۲۱ برابر نمی�تواند n پس می�رسيم. تناقض

دارد. را شده خواسته
a۱ = a۲ = · · · = a۱۱ = −a۱۲ = −a۱۳ = · · · = −a۲۲ =

√
۱۱
۱۰

است. ۲۲ مسئله پاسخ پس

برای است. ۲n − ۱ برابر رنگين�کمان عمر روزهای تعداد حداکثر که می�دهيم نشان n روی استقرا با .۵
که رنگ�ها از زير دنباله�ی �دهيم، نمايش ۱, ۲, . . . , n شماره�های با را مختلف رنگ�های اگر روز تعداد اين

۳



دارد. را شده خواسته خاصيت وضوح به است ۲n− ۱ برابر آن طول
(۱, ۲, . . . , n− ۱, n, n− ۱, . . . , ۱)

و باشد درست n از کم�تر اعداد برای حکم که کنيد فرض حال است. بديهی کاملاً حکم n = ۱ حالت در
بگيريم. نتيجه n حالت در را حکم می�خواهيم

داشته را رنگ اين R۱, R۲, . . . , Rk شماره�های با روز k در و باشد R رنگين�کمان اول روز کنيد فرض
است!) R۱ = ۱ است.(طبيعتاً

بازه�ی از بگيريد.(منظور نظر در را (Rk, . . .) و (Rk−۱, Rk) ،...،(R۲, R۳) ،(R۱, R۲) بازه�های از کدام هر حال
رنگ يک دارای مختلف بازه�ی دو در روز در پرنده اگر است.) Ri+۱ام و Riام روز بين روز�های (Ri, Ri+۱)

باز�ه�های بنابراين می�خورد. هم� به اول روز شامل بازه�ی ته و سر و روز دو اين مورد در مسئله فرض باشد،
دارند. مختلف رنگ�های مختلف

می�گيرد. خود به می�شود شروع Ri روز از که بازه�ای در کمان رنگين که بگيريد رنگ�هايی تعداد برابر را Ci

تعداد استقرا فرض طبق است، Ci < n که اين به توجه با باشد. ∑k
i=۱ Ci = n− ۱ بايد بالا نتيجه�ی طبق

روزهای تعداد که کنيد دقت تنها است. ۲Ci − ۱ برابر حداکثر می�شود شروع Ri از که بازه�ای روزهای
حداکثر رنگين�کمان عمر روزهای کل تعداد صورت اين در که باشد صفر برابر است ممکن آخر بازه�ی
عمر روزهای تعداد باشد ناصفر تعداد اين که صورت اين غير در است. k +

∑k−۱
i−۱ (۲Ci − ۱) = ۲n − ۱

است. k +
∑k

i=۱(۲Ci − ۱) = ۲n− ۲ < ۲n− ۱ حداکثر رنگين�کمان

بگيريد l و a تقاطع نقطه�ی را X باشد. ضلع اين منصف عمود a و BC ضلع وسط M که کنيد فرض .۶
پاره�خط روی نقطه�ای را Y باشد. ∠ACB = γ و ∠ABC = β،∠MXE = α کنيد فرض علاوه به و
خط روی Z باشد.(پس BC منصف عمود به نسبت Y نقطه�ی قرينه�ی Z و EY = EC که بگيريد DE

يک نتيجه در و متساوی�الساقين ذوزنقه�ی يک BCY Z چهارضلعی وضوح به صورت اين در است.) l′
خط با چهارضلعی اين محيطی دايره�ی (Z از (غير دوم تقاطع نقطه�ی را K است. محاطی چهارضلعی
Z همان K حالت اين در است. مشابه کاملاً باشد مماس l′ بر دايره اين که حالتی در بگيريد.(اثبات l′

است. D′B = D′K شرايط اين با که می�کنيم ادعا بود.) خواهد
∠CED = ۳۶۰◦ − (∠MCE + ∠CMX + ∠MXE) = ۳۶۰◦ − (۱۸۰◦ − γ + ۹۰◦ + α) = ۹۰◦ + γ − α

⇒ ∠CY E = ۱۸۰◦−∠CED
۲ = ۱۸۰◦−۹۰◦−γ+α

۲ = ۴۵◦ − γ
۲ + α

۲ (۱)

.∠XY Z = ۹۰◦ − ∠MXE = ۹۰◦ − α (۲) است، متساوی�الساقين ZXY مثلث که آن�جا از حال
(۱), (۲) ⇒ ∠CY Z = ۱۸۰◦ − (۹۰◦ − α)− (۴۵◦ − γ

۲ − α
۲ ) = ۴۵◦ + γ

۲ + α
۲

∠CKZ = نتيجه در و است محاطی کرديم معرفی را K که نحوه�ای به توجه با CYKZ چهارضلعی
پس .∠CY Z = ۴۵◦ + γ

۲ + α
۲

∠CKE′ = ۱۸۰◦ − ∠CKZ = ۱۳۵◦ − γ
۲ − α

۲ (۳)

∠CE′K = ۳۶۰◦ − (∠MCE′ + ∠XMC + ∠MXE′)

= ۳۶۰◦ − (۱۸۰◦ − γ + ۹۰◦ + ۱۸۰◦ − α) = α+ γ − ۹۰◦ (۴)

۴



نتيجه: در
∠KCE′ = ۱۸۰◦ − (∠CE′K + ∠CKE′)

(۳),(۴)
= ۱۸۰◦ − (α+ γ − ۹۰◦ + ۱۳۵◦ − α

۲ − γ
۲ )

= ۱۳۵◦ − α
۲ − γ

۲ = ∠CKE′

⇒ ∠KCE′ = ∠CKE′

طريق به .CE′ = KE′ نتيجه در و است متساوی�الساقين مثلث يک CE′K مثلث که داديم نشان پس
D′E′ = D′K +KE′ = BD′ +CE′ کل در بنابراين و BD′ = KD′ که کرد ثابت می�توان مشابه کاملاً

می�شود. کامل اثبات ترتيب اين به و

۵


