
تعالی بسمه

رياضی المپياد ملی تيم انتخاب آزمون

دقيقه ۳۰ و ساعت ۴ زمان: اول) (روز اول امتحان ۱۳۸۹ ارديبهشت ۱۹ دوشنبه،

و AB اضلاع بر وارد های ارتفاع پای بگيريد. BC ضلع وسط را M است. بزرگتر C زاويه از B زاويه ABC الزاويه حادة مثلث در .۱

را شود می رسم BC موازات به A از که خطی KL اگر ناميم. می K و L ترتيب به را ME و MD وسط و E و D ترتيب به را AC

. TA = TM دهيد نشان کند، قطع T در

دنباله�ی که دارند وجود نيستند برابر هم با همگی که a۱, a۲, . . . , an طبيعی اعداد ، n > ۲ طبيعی اعداد چه ازای به .۲

a۱a۲, a۲a۳, . . . , ana۱

باشد؟ ثابت غير حسابی تصاعد يک

F کنيد فرض باشد. فوق نقاط از آن سر دو که است دايره از کمانی ”بازه” يک از منظور . (n > ۱) دارد قرار دايره يک روی نقطه n .۳

اگر می�ناميم ماکزيمال را بازه يک است. F ديگر عضو يک حداکثر در مشمول F از عضو هر که طوری به باشد فوق بازه�های از خانواده�ای

کنيد: ثابت باشد F ماکزيمال غير اعضای تعداد a و باشد F ماکزيمال اعضای تعداد m اگر نباشد. ديگری بازه�ی هيچ در مشمول

m+
a

۲ ≤ n

باشيد موفق

۱



تعالی بسمه

رياضی المپياد ملی تيم انتخاب آزمون

دقيقه ۳۰ و ساعت ۴ زمان: دوم) (روز اول امتحان ۱۳۸۹ ارديبهشت ۲۰ سه�شنبه،

باشد: داشته را زير شرايط اگر می�ناميم خوب را طبيعی اعداد از A متناهی مجموعه�ی .۱

. (a, b, c) = ۱ داريم: a, b, c ∈ A متمايز عضو سه هر برای (i

. a|bc و a ̸= b, c که a ∈ A دارد وجود b, c ∈ A متمايز عضو دو هر برای (ii

بيابيد. را خوب مجموعه�های تمام

باشيم: داشته y و x حقيقی عدد دو هر ازای به که بيابيد را f : R → R پوشای توابع تمام .۲

f(x+ f(x) + ۲f(y)) = f(۲x) + f(۲y)

روی ترتيب به H و K می�کنيم. رسم آن به را TC و TB مماس�های ω خارج T نقطه�ی از است. شده داده O مرکز به دايره�ای ω .۳

دارند. قرار TC و TB پاره�خط�های

دارند قرار ∠BCO و ∠CBO نيمسازهای روی ترتيب به H ′ و K ′ هستند. ω در C و B قطری�های روبه�رو ترتيب به C ′ و B′ الف)

نمره) ۲) باشند. هم�خط C ′ و K ′ و H اگر تنها و اگر هم�خطند B′ و H ′ و K کنيد ثابت عمودند. BC بر HH ′ و KK ′ که طوری

بر K در هم�چنين و باشند مماس ω بر هردو نيز و يکديگر بر J نقطه�ی در که باشند داشته وجود TBC مثلث داخل دايره دو اگر ب)

دايره�ی مرکز I کنيد ثابت باشد، CHJ و BKJ مثلث�های محيطی دايره�های دوم برخورد محل I و باشند مماس TC بر H در و TB

نمره) ۵) است. OBC مثلث محاطی

۱



تعالی بسمه

رياضی المپياد ملی تيم انتخاب آزمون

دقيقه ۳۰ و ساعت ۴ زمان: اول) (روز دوم امتحان ۱۳۸۹ ارديبهشت ۲۲ پنج�شنبه،

فاصله�ی جذر برابر مثلث ضلع دو تا P فواصل جذرهای مجموع که بيابيد را الاضلاع متساوی مثلث يک داخل P مانند نقاطی هندسی مکان .۱

باشد. سوم ضلع تا P

را صفحه در l خط نيستند. خط يک روی همگی که داريم صفحه در نقطه n .۲

به کرد افراز B و A مثل مجموعه� دو به را نقطه n اين بتوان اگر می�ناميم ”دانا”

نقاط فواصـل مجموع با برابر l از A مجمـوعه�ی نقاط فواصـل مجموع که طوری

باشد. l از B مجموعه�ی

نمره) ۲) می�گذرد. دانا خط دو حداقل صفحه در نقطه هر از کنيد ثابت الف)

حداقل آن�ها از هريک از که دارد وجـود صفحه در نقطه �بی�نهايت کنيـد ثابت ب)

نمره) ۵) می�گذرد. دانا خط n+ ۱

کنيد: ثابت x صحيح اعداد برای بگيريد. آن به صحيح عدد نزديکترين تا x فاصله�ی را <x> ، x گويای عدد برای .۳

∞∑
n=۱

۲n <۲−nx>۲= |x|

باشيد موفق

۱



تعالی بسمه

رياضی المپياد ملی تيم انتخاب آزمون

دقيقه ۳۰ و ساعت ۴ زمان: دوم) (روز دوم امتحان ۱۳۸۹ ارديبهشت ۲۳ جمعه،

باشيم: داشته a, b, c, d حقيقی اعداد تمام برای که طوری به بيابيد، را حقيقی k کمترين .۱√
(a۲ + ۱)(b۲ + ۱)(c۲ + ۱) +

√
(b۲ + ۱)(c۲ + ۱)(d۲ + ۱)

+
√
(c۲ + ۱)(d۲ + ۱)(a۲ + ۱) +

√
(d۲ + ۱)(a۲ + ۱)(b۲ + ۱)

≥ ۲(ab+ bc+ cd+ da+ ac+ bd)− k

محيطی دايره�ی Mبر در ωM دايره�ی می�کند. ABCتغيير مثلث محيطی دايره�ی از Cنيست) شامل AB(که کمان Mروی نقطه�ی .۲

که است گرفته قرار گونه�ای به نيست) B شامل (که AC کمان روی TM نقطه�ی است. مماس AC ضلع بر NM ودر ABC مثلث

ثابتی نقطه�ی از ∠BKMTM نيمساز کنيد ثابت می�کند قطع KM در را ABC محيطی دايره�ی TMNM است. مماس ωM بر BT

می�گذرد.

a هر برای کنيد ثابت است. کامل مربع af(a) + bf(b) + ۲ab عبارت طبيعی، a, b هر برای که گونه�ايست به f : N → N تابع .۳

. f(a) = a طبيعی

باشيد موفق

۱


