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متغيره دو چندجمله�ای .۱ شماره سؤال
همگن چندجمله�ای يک Q است، ۱ حداقـل d مسئله، فرضيات به توجه با نتيجه در می�دهيم. نشان d با را P درجه�ی
در مبدأ از غير نقطه�ی دو (x۲, y۲) و (x۱, y۱) و است d درجه�ی از است) برابر آن تک�جمله�ای�های همه�ی درجه�ی (يعنی

هستند. صفحه
P (rx۰, ry۰) ،r بزرگ کافی اندازه�ی به مثبت اعداد برای اين�صورت در .P (x۰, y۰) ̸= ۰ و (x۰, y۰) ̸= (۰, ۰) کنيد فرض لم.

است. هم�علامت Q(x۰, y۰) با

که داد نشان می�توان راحتی به است. کم�تر d از R جملات همه�ی درجه�ی اين�صورت در .R = P −Q دهيد قرار اثبات.
،r > ۱ مثبت عدد هر برای که دارد وجود K مثبت عدد

|R(rx۰, ry۰)| < Krd−۱.

داريم: r > ۱ برای پس .Q(rx۰, ry۰) = rdQ(x۰, y۰) ،Q بودن همگن بنابر طرفی از

P (rx۰, ry۰) = Q(rx۰, ry۰) +R(rx۰, ry۰)

> rdQ(x۰, y۰)−Krd−۱ = rd−۱(rQ(x۰, y۰)−K).

:r > ۱ برای همين�طور است. مثبت هم P (rx۰, ry۰) باشد، بزرگ�تر ۱ و K
Q(x۰,y۰)

از r و باشد مثبت Q(x۰, y۰) اگر درنتيجه

P (rx۰, ry۰) < rd−۱(rQ(x۰, y۰) +K).

صورت دو هر در درنتيجه است. منفی هم P (rx۰, ry۰) باشد، بزرگ�تر ۱ و − K
Q(x۰,y۰)

از r و باشد منفی Q(x۰, y۰) اگر پس
است. برقرار لم حکم

دو ،M بزرگ کافی اندازه�ی به اعداد برای که می�شود نتيجه کنيم، استفـاده (x۲, y۲) و (x۱, y۱) برای را بالا لم اگر حال
آن�ها از يکی در P مقدار که می�شود پيدا مبدأ حول M شعاع به دايره�ی روی (sx۲, sy۲) و (rx۱, ry۱) صورت به نقطه
مقدار می�کنيم، حرکت دوم نقطه�ی سمت به دايره اين کمان يک روی اول نقطه�ی از وقتی است. منفی ديگری در و مثبت
P مقـادير ،P مقـادير پيوستگی به توجه با پس می�رسد. منفی عدد يک به نهايتاً و می�شود شروع مثبت عدد يک از P
دل�خواه به شعاع با دواير روی P درنتيجه می�دهد. پوشش را صفر- جمله -از نهايی مقدار و اوليه مقدار مابين اعداد همه�ی

نيست. کران�دار است، صفر آن�ها در P مقدار که نقـاطی مجموعه�ی و می�شود صفر مبدأ حول بزرگ
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غلطان مکعب .۲ شماره سؤال
با شکل مطابق باشد. زير شکل در (۱) شماره معکب شبيه زمين، روی مکعب گرفتن� قرار نحوه�ی ابتدا در کنيد فرض
(۷) شماره مکعب به مکعب اين عقب سمت به نهايت در و راست جلو، چپ، جلو، راست، سمت به ترتيب به آن غلطاندن
اوليه وجه همان دوباره علاوه به و است (۲a + ۱, ۲a + ۱) بردار اندازه�ی به اول مکعب انتقـال�يافته�ی که می�شود تبديل

دارد. قرار زمين روی

اگر و می�رسيم (− (۲a+ ۱), ۲a+ ۱
) بردار به طبيعتاً کنيم، عوض هم با را چپ و راست جای حرکت�هايمان در همه�جا اگر

بردار به کنيم عکس� را جهت�ها همه�ی اگر و رسيد خواهيم (
۲a+ ۱,−(۲a+ ۱)

) بردار به کنيم عوض را عقب و جلو جای
غلطاند گونه�ای به را آن می�توان دارد، b و a به نسبت شکل اين که تقـارنی به توجه با می�رسيم. (− (۲a+ ۱),−(۲a+ ۱)

)
وجه همان حالت�ها اين تمام در که کنيد توجه کند. پيدا انتقـال صفحه در ،(± (۲b+ ۱),±(۲b+ ۱)

) بردار اندازه�ی به که
کافی هم (

± (۲c+ ۱),±(۲c+ ۱)
) بردارهای به رسيدن برای دارد. قرار زمين روی نهايت در اوليه جهت همان با اوليه

حرکت�هايی با و باشد ۲c + ۱ برابر زمين روی مستطيل ضلع�های از يکی تا بغلطانيم راست سمت به را مکعب ابتدا است
همان تا بغلطانيم چپ سمت به را مکعب بار يک آخر، دست و دهيم حرکت مطلوب بردار اندازه�ی به را آن بالا به شبيه

باشد. زمين روی اوليه) وضعيت همان (با اوليه وجه
نماييم: رنگی هم را زير خانه�های می�توانيم کنيم، رنگی را (x, y)مختصات با صفحه در شبکه�ای خانه�ای بتوانيم اگر بنابراين

(
x± (۲a+ ۱), y ± (۲a+ ۱)

)
,
(
x± (۲b+ ۱), y ± (۲b+ ۱)

)
,
(
x± (۲c+ ۱), y ± (۲c+ ۱)

)
برای نماييم. رنگی هم را (x± ۱, y± ۱) خانه�های از کدام هر می�توانيم شود رنگی (x, y) خانه�ی اگر که می�کنيم ادعا حال

که يافت r, s, t صحيح اعداد می�توان مکعب، اضلاع بودن اول هم به نسبت به توجه با که کنيد توجه منظور اين
r(۲a+ ۱) + s(۲b+ ۱) + t(۲c+ ۱) = ۱

بار s ،(ϵ۱(۲a + ۱), ϵ۲(۲a + ۱)
) بردار از استفـاده بار r با بالا نکته�های به توجه با می�توان ±۱ از ϵ۱, ϵ۲ انتخاب هر برای

(x, y) خانه�ی از (ϵ۱(۲c + ۱), ϵ۲(۲c + ۱)
) بردار از استفـاده بار t نهايت در و (ϵ۱(۲b + ۱), ϵ۲(۲b + ۱)

) بردار از استفـاده
(x, y) با آن مؤلفه�ی دو مجموع زوجيت که نقطه�هايی همه�ی به می�توان عمل اين با و برويم (x+ ϵ۱, y + ϵ۲) خانه�ی به

رسيد. است، يک�سان
مکعب اگر که کنيد دقت دارد، تفـاوت ما اوليه�ی خانه�ی با آن مؤلفه�ی دو مجموع زوجيت که نقطه�هايی به رسيدن برای
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،a+ c+ ۱ مقدار به ترتيب به مؤلفه�ها مجموع حرکت سه اين در بغلطانيم، راست دوباره و جلو سپس راست سمت به را
است فرد عددی ۲a+ ۲b+ ۲c+ ۳ يعنی عدد سه اين جمع که اين به توجه با می�کند. تغيير واحد b+ c+ ۱ و a+ b+ ۱
اجرای و وضعيت آن از شروع با می�توانيم و است کرده تغيير فردی مقدار مؤلفه�ها مجموع گام سه از يکی در حتماً پس

کنيم. رنگی نيز را خانه�ها مابقی بالا فرآيند

اول هم به نسبت دو به دو مکعب ضلع سه طول که نبود لازم مسئله صورت در که می�بينيم بالا راه�حل به توجه با توجه.
.(۲a+ ۱, ۲b+ ۱, ۲c+ ۱) = ۱ يعنی باشد، نداشته مشترکی اول عامل ضلع سه طول که بود کافی تنها و باشند
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صفحه در نقـاط .۳ شماره سؤال
a⃗iها که A = {a۱, a۲, . . . , an} کنيد فرض بگيريد. نظر در مختصات مبدأ عنوان به را صفحه از دل�خواهی نقطه�ی الف.

می�کنيم تعريف صورت اين در هستند. صفحه در بردارهايی
Ai = A+ a⃗i = {a+ ai|a ∈ A}

خلف برهان به باشد. داشته عضو يک از بيش�تر نمی�تواند Ai ∩ Aj که می�کنيم ادعا .ai + aj ∈ Ai ∩ Aj که کنيد دقت
داريم: .x ∈ Ai ∩Aj که باشد a⃗i + a⃗j از غير x عنصر يعنی نباشد، چنين اين کنيد فرض

x ∈ Ai, x ̸= ai + aj ⇒ ∃i۱ ̸= j, x = ai + ai۱

x ∈ Aj , x ̸= ai + aj ⇒ ∃i۲ ̸= i, x = aj + ai۲

می�دهد: نتيجه اين که
ai۱ + ai = ai۲ + aj ⇒ ai۱ − ai۲ = aj − ai

دارد. تناقض سؤال صورت فرض با که می�دهند متوازی�الاضلاع يک تشکيل A از ai, aj , ai۱ , ai۲ عنصر ۴ صورت اين در
،i, j, k متمايز انديس سه برای اگر که چرا است. تهی برابر Aiها از سه�تايی هر اشتراک که ديد سادگی به می�توان پايان در
دارد وجود l انديس يعنی اين ،a⃗i + a⃗j ∈ Ak بايد Ai ∩Aj = {a⃗i + a⃗j} که اين به توجه با باشد، ناتهی Ai ∩Aj ∩Ak

که
a⃗i + a⃗j = a⃗k + a⃗l ⇒ a⃗i − a⃗k = a⃗l − a⃗j

دارد. تناقض مسئله فرض با که می�دهد تشکيل A اعضای از متوازی�الاضلاع يک هم باز که

مورد صفحه�ی کنيد فرض علاوه به بگيريد، A مجموعه�ی از خارج صفحه در نقطه�ای را مختصات مبدأ قسمت اين در ب.
باشند. A مجموعه�ی اعضای با متناظر مختلط اعداد {a۱, a۲, . . . , an} و مختلط اعداد صفحه�ی بحث

می�کنيم: تعريف اين�جا در
Ai = Aai = {aai : a ∈ A}

در را تجانس) و دوران يک (ترکيب مبدأ مرکز به مارپيچی تجانس يک ai مختلط عدد در کردن ضرب که اين به توجه با
در ديگری عنصر x ̸= aiaj اگر حال .aiaj ∈ Ai ∩Aj قبل مشابه بود. خواهد A از نسخه�ای Ai می�کند، مشخص صفحه

داريم: باشد، Ai ∩Aj

x ∈ Ai, x ̸= aiaj ⇒ ∃l ̸= j, alai = x

x ∈ Aj , x ̸= aiaj ⇒ ∃k ̸= i, akaj = x

تجانس مرکز مختصات مبدأ صورت اين در هستند). ناصفر aiها همه�ی کنيد (دقت� ai

ak
=

aj

al
يا و alai = akaj نتيجه در

از جفت يک که مارپيچی�هايی (تجانس تبديل�هايی چنين تعداد می�فرستد. aj به را al و ai به را ak که است مارپيچی
ابتدا از می�توانيم پس است. متناهی ،A نقطه�های تعداد بودن متناهی دليل به بفرستند)، ديگری جفت به را A نقطه�های
مشابه است. aiaj تنها شامل Ai ∩Aj بنابراين نباشد. تبديل�ها اين از کدام هيچ مرکز که کنيم انتخاب گونه�ای به را مبدأ
مبدأ مرکز به مارپيچی تجانس يک بايد شود، ناتهی Aiها از تا سه اشتراک اگر الف، قسمت راه�حل بخش آخرين استدلال
می�رسد. پايان به حکم اثبات و ندارد امکان اين بالا فرض دليل به که بفرستد ديگری جفت به را A نقطه�های از جفت يک
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کاشی�کاری .۴ شماره سؤال
y ،x با متناظر نقطه�های ترتيب به را z′ و y′ ،x′ ديگر. کاشی يک S′ و باشد S در ديگری شبکه�ای نقطه�ی z کنيد فرض
شبکه�ای نقطه�های همگی که دارد وجود z′ گرفتن قرار برای ممکن مکان ۴ تنها زير شکل مطابق کنيد. فرض S′ در z و

بناميد. k را برابر مقدار اين است. برابر هم با مختلف کاشی�های در شبکه�ای نقطه�های تعداد پس هستند.

ضلع به يکی هم�مرکز مربع دو ،D مثل طبيعی عددی برای باشد. بيش�تر S در نقطه دو هر بين فـاصله�ی از d ∈ N فرض
با که کاشی�هايی تعداد باشند. شبکه�ای نقطه�های از متشکل دو هر رئوس که بگيريد نظر در D + ۲d ضلع به ديگری و D
توسط که شبکه�ای رئوس کل تعداد دارد، شبکه�ای رأس k کاشی هر که آن�جا از بناميد. u را دارند اشتراک داخلی مربع
(چون باشد کم�تر D ×D مربع مرز روی يا درون شبکه�ای رئوس از نمی�تواند که است uk می�شود، پوشانده کاشی u اين
نمی�توانند کاشی u اين از يک هيچ d انتخاب به توجه با .uk ≥ (D + ۱)۲ پس پوشانده�اند). را D ×D مربع کاشی u اين

.uk ≤ (D + ۲d+ ۱)۲ بنابراين و باشند داشته D + ۲d ضلع به مربع بيرون نقطه�ای
که: می�شود نتيجه� مساحت مورد در بار اين بالا شبيه استدلالی از می�دهيم. نمايش s با را S مساحت حال

D۲ ≤ us ≤ (D + ۲d)۲

داشتيم: هم ديگر طرف از
(D + ۱)۲ ≤ uk ≤ (D + ۲d+ ۱)۲

داريم: رابطه دو اين از استفـاده )با
D + ۱
D + ۲d

)۲
≤ k

s
≤

(
D + ۲d+ ۱

D

)۲

نابرابری راست سمت و چپ سمت جمله�ی دو هر ،D مقدار بزرگ�کردن با هستند، برقرار D هر برای نابرابری�ها اين چون
می�شود. کامل اثبات ترتيب اين به و k = s لذا و می�کنند ميل ۱ به
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جالب دنباله�ی .۵ شماره سؤال
.X ′ = X−{(۱, ۱, . . . , ۱)} و باشد مجموعه�ی{۱+,۱−} درايه�هایدر با مرتب Xمجموعه�یهمه�یnتايی�های فرضکنيد
.x = ([x]۱, [x]۲, . . . , [x]n)يعنی می�کنيم، استفـاده آن نمايشمؤلفه�یiام برای [x]i نماد از x ∈ X عنصر هر برای علاوه به

داريم: ،۰ < i۱ < i۲ < · · · < ik ≤ n طبيعی عدد k هر برای ∑لم.
x∈X′

(
[x]i۱ [x]i۲ · · · [x]ik

)
= −۱

باشند داشته تفـاوت i۱ام مؤلفه�ی در فقط که يافت x′ يک�تای عنصر می�توان X در x عنصر هر برای که کنيد توجه اثبات.
صورت اين در باشد يک�سان آن�ها مؤلفه�های بقيه�ی و

[x]i۱ , [x]i۲ · · · [x]ik + [x′]i۱ [x
′]i۲ · · · [x′]ik = ۰

مقدار بايد است، X ′ روی مجموع که حال شد. خواهد صفر برابر حاصل باشد، X کل روی بالا مجموع اگر نتيجه در و
می�دهد. نتيجه را نظر مورد رابطه�ی اين که کنيم کم آن از را است ۱ برابر که (۱, ۱, . . . , ۱) به مربوط

همگی (xi, xi+۱, . . . , xi+n−۱) nتايی�های ،۱ ≤ i ≤ ۲n− ۱ هر برای مسئله صورت در xi دنباله�ی خاصيت دو به توجه با
و قبلی عنصر n شدن تعيين با دنباله عنصر هر اين به توجه با باشند، برابر هم با آن�ها از تا دو اگر چرا هستند. متمايز
دوره�ی می�شوند، تعيين می�کند) بيان مسئله صورت در دنباله خاصيت دومين که قـاعده�ای (با يک�تا طور به بعدی��اش يا
اين در که چرا نيست، (۱, ۱, . . . , ۱) nتايی�ها اين از هيچ�يک علاوه به شد. خواهد ۲n − ۱ از کم�تر عددی دنباله تناوب
بار يک� دقيقـاً بين اين� در X ′ مجموعه�ی nتايی ،۲n − ۱ همه�ی بنابراين بود. خواهد ۱ ثابت دنباله�ی ،xi دنباله�ی صورت

می�شود. ظاهر
اين مورد در مسئله صورت خواص و کرد تعريف هم i منفی مقـادير برای xi = xi+۲n−۱ صورت به می�توان را xi دنباله�ی
که دارد وجود ۰ < u۱ < u۲ < · · · ≤ up ≤ n صحيح اعداد که می�دهيم نشان است. صادق کماکان هم جديد دنباله�ی
به می�توان را xi که کنيد دقت منظور اين برای نوشت. xi−u۱xi−u۲ · · ·xi−up حاصل�ضرب صورت به می�توان را xixi+s

صورت به می�توان را هم xi+s مورد در نوشت. {xi−۱, xi−۲, . . . , xi−n} مجموعه�ی عناصر از تعدادی حاصل�ضرب صورت
صورت به را ضرب اين عناصر از کدام هر ترتيب همين به و نوشت دنباله در قبلی�اش عنصر n از تعدادی حاصل�ضرب
مجموعه�ی عنصر�های از تعدادی حاصل�ضرب صورت به که اين تا ... و می�نويسيم آن قبلی عناصر از تعدادی حاصل�ضرب
باشند. توان�دار نهايی حاصل�ضرب در عناصر از بعضی است ممکن که است اين مشکل برسيم. {xi−۱, xi−۲, . . . , xi−n}

را xi و xm
i = xi باشد، فرد m اگر هستند، −۱ يا ۱ xiها که اين به توجه با باشد، شده ظاهر حاصل�ضرب در xm

k اگر
اين با اگر حال کرد. حذف حاصل�ضرب از را آن می�توان که xm

i = ۱ باشد، زوج m هم اگر می�کنيم. جای�گزين xm
i با

دوره که فرض اين با که xi = xi+s نتيجه در و xixi+s = ۱ که می�گيريم نتيجه نماند باقی� جمله�ای هيچ حذف�کردن�ها
شد. ثابت ما ادعا پس دارد. تناقض است ۲n دنباله تناوب

لم و دنباله تناوب به توجه با نهايت در بود. خواهد
۲n−۱∑
i=۱

xi−u۱xi−u۲ · · ·xi−up صورت به
۲n−۱∑
i=۱

xixi+s توضيحات اين با
بود. خواهد −۱ برابر مجموع اين بالا
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چندوجهی .۶ شماره سؤال
اين وضوح به دارد. وجه ۳۶ چندوجهی) (حجيم�ترين مسئله صورت در خواسته�شده چندوجهی که می�دهيم نشان

است. مختصات صفحه�ی سه در خوب ۱۲ضلعی�های قـاعده�ی با توپر استوانه�ی سه اشتراک چندوجهی
و گرفته نظر در را xy صفحه�ی ۱۲ضلعی به مربوط استوانه��ی ابتدا می�پردازيم. استوانه سه اين اشتراک بررسی به حال
يک دوم استوانه�ی وجه�های از کدام هر که می�کنيم ادعا کنيد. بررسی را xz صفحه�ی به مربوط ۱۲ضلعی با آن اشتراک
کنيم ثابت است کافی منظور اين برای است. ۲۴ برابر اشتراک اين وجه�های تعداد و می�کند اضافه قبلی استوانه�ی به وجه
قطع را xy صفحه�ی استوانه�ی مرزی) نقـاط تنها نه (و درون ،xz صفحه�ی به مربوط استوانه�ی وجه�های از کدام هر که
اشتراک هستند، فضا در محدب۱ اشکالی xz استوانه�ی وجه�های از يک هر و xy استوانه�ی که اين به توجه با می�کند.
استوانه�ی تصوير ديگر طرف از کرد. خواهد اضافه ما چندوجهی به يکوجه حداکثر لذا و شد خواهد محدب شکلی هم آن�ها
ضلع پس می�شود. شامل را صفحه اين در موجود ۱۲ضلعی که است صفحه اين در توپر نوار يک xz صفحه�ی روی xy

می�کند. قطع را ضلع آن به متناظر وجه xy استوانه�ی بنابراين و است شامل هم را يادشده وجه به مربوط
اين هستند، محدب استوانه دو هر که آن�جا از و دارد وجه ۲۴ که است چندوجهی يک استوانه دو اين اشتراک پس
،(۰, ۰, ۱) نقطه�های شامل چندوجهی اين ديگر سوی از است. محدب خود است، استوانه دو اشتراک که چندوجهی
نتيجه در است. شامل را رئوس اين با مربع کل بودن، محدب به توجه با و هست (۰,−۱,−۱) و (۰,−۱, ۱) ،(۰, ۱,−۱)

می�شود. شامل را صفحه اين در موجود ۱۲ضلعی کل ،yz صفحه�ی روی ۲۴وجهی اين تصوير
وجه�های از کدام هر نظربگيريم، در را yz صفحه�ی به مربوط استوانه�ی و ۲۴وجهی اين اشتراک اگر قبل، قسمت مشابه کاملاً
هم اشتراکشان و هستند محدب دو هر وجه آن و (۲۴وجهی می�کنند قطع محدب ناحيه�ی يک در را ۲۴وجهی استوانه

می�کنند. اضافه آن به جديد وجه يک و است) محدب
بود. خواهد ۳۶وجهی يعنی ۲۴+ ۱۲ حاصل شکل نتيجه در و می�افزايند ۲۴وجهی به وجه ۱۲ استوانه، اين وجه ۱۲ بنابراين

می�دهد. نمايش را چندوجهی اين از نما يک زير شکل

آن عضو هم نقطه دو آن بين واصل پاره�خط کل بودند، آن عضو نقطه دو اگر که باشد دارا را خاصيت اين هرگاه می�ناميم، محدب را فضا در ۱شکلی
باشد. شکل
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جالب تابع .۷ شماره سؤال
است. شده استفـاده Ac نماد از S −A جای به راه�حل همه�جای در می�کنيم. اثبات را لم يک ابتدا

باشد، آمده دست به S از A۱, A۲, . . . , Am زيرمجموعه�های از گرفتن مکمل و اشتراک اعمال با B مجموعه�ی اگر لم.
آن�گاه:

f(B) ≤ max{f(A۱), f(A۲), . . . , f(Am)}

داريم: هم اين برای .f(A ∩B) ≤ max{f(A), f(B)} ،B و A مجموعه�ی دو هر برای که کنيم ثابت است کافی اثبات.
f(A ∩B) = f ((Ac ∪Bc)c) = f(Ac ∪Bc) ≤ max{f(Ac), f(Bc)} = max{f(A), f(B)}

داد: ادامه می�توان صورت به را راه�حل حال
با باشند. f برد اعضای f(A۱) < f(A۲) < · · · < f(Am) و باشد mعضوی دقيقـاً f برد کنيد فرض اول. راه�حل
برای اگر اما نمی�آيد. دست به گرفتن مکمل و اشتراک عمل�های با A۱, A۲, . . . , Am−۱ از Am مجموعه�ی لم به توجه
اين با هم Am که می�گيريم نتيجه بيايد، دست به A۱, A۲, . . . , Am−۱ از مکمل و اشتراک عمل�های با {i} ،i ∈ Am هر
به A۱, A۲, . . . , Am−۱ از {i} که هست i ∈ Am مثل عنصری می�گيريم نتيجه پس است. بوده دست�يابی قـابل اعمال
.i ∈ B۱ ∩ B۲ ∩ · · · ∩ Bm−۱ ، ،۱ ≤ i ≤ m − ۱ برای Ac

i يا Ai برابر Bi مجموعه�ی مناسب انتخاب با نمی�آيد. دست
i′ مثل عنصری يعنی اين نيست. {i} برابر اجتماع اين بالا نکته�ی به توجه با اما .i ∈ B۱ ∩B۲ ∩ · · · ∩Bm−۱ ∩Am پس

.i′ ∈ B۱ ∪B۲ ∪ · · · ∪Bm−۱ ∪Am که دارد وجود
آن دامنه�ی اعضای که بسازيم جديدی تابع و کنيم يکی هم با را i′ و i عنصر دو که است اين ما ايده�ی راه�حل ادامه در
شامل يا که S از زيرمجموعه�هايی روی تنها را f تابع دامنه�ی اگر و a = {i, i′} می�کنيم تعريف منظور اين برای باشد. کم�تر
تابع می�توان هستند) مجموعه�هايی چنين (�Aiها کنيم محدود نيستند، هيچ�کدام شامل يا هستند عضو دو اين دوی هر

است. دارا را مسئله فرض خواص که کرد تعريف f ′ : P
(
(S − {i, i′}) ∪ a

)
→ N

کنيم، استفـاده استقرا از اين�جا اگر و است S اعضای تعداد از کم�تر واحد يک (S−{i, i′})∪aاعضای تعداد که کنيد توجه
پايه�ای حالت�های بايد (تنها می�کند. تمام را حکم اثبات اين و m ≤ n نتيجه در و m − ۱ ≤ n − ۱ که می�گيريم نتيجه

است.) سرراست کاملاً آن�ها بررسی که شوند بررسی n = ۱ مثلاً

است. نيازمند گروه�ها نظريه�ی از اطلاعات مقداری به راه�حل اين دوم. راه�حل
بالا لم به توجه با

f(A∆B) = f
(
(A ∩Bc) ∪ (Ac ∩B)

)
≤ max{f(A ∩Bc), f(Bc ∩B)} ≤ max{f(A), f(B)}

A و خنثی عضو عنوان به ∅) می�دهند گروه يک تشکيل ∆ متقـارن تفـاضل عمل و P (S) مجموعه�ی که کنيد توجه حال
و باشد {۱, ۲, . . . ,m} مجموعه�ی f تابع برد که می�کنيم فرض مسئله کليت از شدن کم بدون خودش). وارون عنوان به

می�کنيم: تعريف ۱ ≤ i ≤ m هر برای
Bi = {A ∈ P (S) : f(A) ≤ i}

بر P (S) اعضای تعداد گروه�ها نظريه�ی در لاگرانژ قضيه�ی طبق هستند. P (S) از زيرگروه�هايی Biها بالا نکته�ی به توجه با
کدام هر اعضای تعداد است، عضوی ۲n ،P (S) که اين به توجه با است. بخش�پذير زيرگروه�ها اين از يک هر اعضای تعداد
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نتيجه در . B۱ ⊊ B۲ ⊊ · · · ⊊ Bm = P (S) که کنيد دقت اما است. دو از توانی هم زيرگروه�ها اين از
۰ < |B۱| < |B۲| < · · · < |Bm|

B۱ بنابراين و Ac ∈ B۱ آن�گاه ،A ∈ B۱ اگر که کنيد (توجه است دو از توان�هايی مجموعه�ها اين اعضای تعداد چون و
داريم: دارد) عضو دو حداقـل

|B۱| ≥ ۲۱, |B۲| ≥ ۲۲, . . . , |Bm| ≥ ۲m

.m ≤ n نتيجه در و ۲m ≤ ۲n پس .|Bm| = |P (S)| = ۲n اما
بگيريد: نظر در را زير تابع می�توانيد مثلاً باشد، داشته عضو n دقيقـاً آن برد که دارد وجود f تابع که کنيد توجه توضيح.

f(A) = max
{
min{x : x ∈ A},min{x : x ∈ Ac}

}
دارد. عضو n آن برد وضوح به و دارد را مسئله صورت خواص تابع اين که کرد چک می�توان راحتی به



..

۱۰

.

www.mathysc.com رياضی المپياد ملی کميته�ی وب�گاه

..
۱۳۸۹ خلاقيت آزمون راه�حل

n۲ + ۱ اعداد .۸ شماره سؤال
اين به ديگری مقسوم�عليه علاوه به و باشد n۲ + ۱ شکل به هرگاه می�ناميم، «منزوی» را طبيعی عدد يک اول. راه�حل
اين برای است. نامتناهی منزوی اعداد تعداد دهيم نشان که است اين ما هدف باشد. نداشته يک و خودش از غير شکل

می�کنيم: اثبات و بيان را لم يک ابتدا منظور
دارد. ۱ از بزرگ�تر منزوی مقسوم�عليه يک n۲ + ۱ شکل به طبيعی عدد هر لم.

که می�شود يافت n۱ < n مثل طبيعی عددی صورت اين غير در است. حل مسئله باشد منزوی n۲ + ۱ اگر اثبات.
که دارد وجود n۲ < n۱ مثل طبيعی عدد پس است. حل هم باز مسئله که باشد منزوی n۲

۱ + ۱ اگر حال .n۲
۱ + ۱|n۲ + ۱

نباشد... اگر و است حل مسئله باشد منزوی n۲
۲ + ۱ اگر هم باز . n۲

۲ + ۱|n۲
۱ + ۱

حتماً بنابراين و شد خواهيم متوقف حتماً می�کنيم انتخاب را کوچک�تری عدد بار هر روند اين در که اين به توجه با
می�شود. يافت منزويی مقسوم�عليه

a۲۱ + ۱, a۲۲ + ۱, . . . , a۲m + ۱ و باشد متناهی منزوی اعداد تعداد کنيد فرض خلف برهان به اصلی مسئله�ی حل برای حال
می�کنيم: تعريف زير صورت به را A طبيعی عدد باشند. منزوی اعداد همه�ی

A =
(
(a۲۱ + ۱)(a۲۲ + ۱) · · · (a۲m + ۱)

)۲
+ ۱

منزوی اعداد از هيچ�کدام بر نمی�تواند A اما دارد. منزوی مقسوم�عليهی بالا لم طبق و است n۲ + ۱ شکل به عددی A
ترتيب اين به است. بخش�پذير آن�ها همه�ی بر و آمده دست به منزوی اعداد حاصل�ضرب از A − ۱ زيرا باشد، بخش�پذير

داريم. منزوی عدد بی�نهايت بنابراين و شد منجر تناقض به منزوی اعداد بودن متناهی فرض

است. بالا لم اثبات هم راه�حل اين اول قسمت دوم. راه�حل
بگيريد. نظر در را زير دنباله�ی اعضای ادامه در

an = ۲۲n + ۱ n ≥ ۱

منزوی مقسوم�عليهی دنباله اعضای از کدام هر بالا لم طبق و است m۲ + ۱ شکل به دنباله اعضای از کدام هر وضوح به
به نسبت دو به دو دنباله اعضای يعنی ،(am, an) = ۱ باشد، m ̸= n اگر که ديد سادگی به می�توان ديگر طرف از دارند.
نتيجه بودن اول هم به نسبت هستند، فرد جمله�ها همه�ی چون و am|an− ۲ mباشد، < n اگر واقع (در هستند. اول هم

می�شود.)
داريم منزوی عدد بی�نهايت بنابراين و هستند متمايز دو به دو دنباله اعضای منزوی مقسوم�عليه�های نکته�، اين به توجه با

می�رسد. پايان به اثبات و
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