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که کنيد دقت ابتدا .۱
(ab+ ۱)۲ + (a− b)۲ = a۲b۲ + a۲ + b۲ + ۱ = (ab− ۱)۲ + (a+ b)۲ = (a۲ + ۱)(b۲ + ۱)

مشترکی اول عامل اگر زيرا هستند. اول هم به نسبت b۲+۱ و a۲+۱ مسئله شرايط تحت که می�کنيم ادعا
.p|a− b يا و p|a+ b پس باشد. بخش��پذير p بر بايد a۲ − b۲ يعنی آن�ها تفاضل باشند، داشته p مثل

بايد است، بخش�پذير p بر (ab − ۱)۲ + (a + b)۲ = (a۲ + ۱)(b۲ + ۱) که اين به توجه با ،p|a + b اگر
است سؤال فرض که ab− ۱ و a+ b بودن اول هم به نسبت توجه با که باشد بخش�پذير p بر هم ab− ۱

(ab+ ۱)۲ + (a− b)۲ = (a۲ + ۱)(b۲ + ۱) که اين به توجه با ،p|a− b اگر حالت اين مشابه ندارد. امکان
a − b بودن اول هم به نسبت به توجه با که باشد بخش�پذير p بر ab + ۱ بايد است، بخش�پذير p بر هم
و هستند اول هم به نسبت b۲ + ۱ و a۲ + ۱ کل در پس ندارد. امکان است سؤال فرض که ab + ۱ و
که می�شود يافت x صحيح عدد يعنی هستند. کامل مربع دو هر باشد کامل مربع آن�ها حاصل�ضرب اگر
هستند صحيح دو هر x + a و x − a چون و (x − a)(x + a) = ۱ که می�دهد نتيجه اين .x۲ = a۲ + ۱

برابر a می�دهد نتيجه اين که برابرند هم با صورت هر در پس باشند. −۱ برابر دو هر يا ۱ برابر دو هر بايد
باشد. کامل مربع نمی�تواند حاصل�ضرب اين بنابراين دارد. تناقض a بودن طبيعی با که است صفر

زوج يک باشد. موجود نقاط اين بين در رئوس با مثلث��های بين در يک مساحت با مثلث k کنيد فرض .۲
نقطه�ی هر باشد. d برابر نقطه دو اين بين فاصله�ی کنيد فرض و بگيريد نظر در دل�خواه به را نقاط اين از
برابر فاصله��ای بايد باشد، يک برابر گرفته�شده نظر در نقطه�ی دو و آن توسط شده توليد مثلث که ديگری
فاصله�ی به موازی(و خط دو روی بايد نقاطی چنين اين پس باشد. داشته نقطه دو آن شامل خط از ۲

d

سه خطی هيچ روی مسئله فرض طبق که آن�جا از و باشند داشته قرار نقطه دو آن شامل پاره�خط با ( ۲d
نقطه). دو حداکثر خط دو از کدام هر است(روی ۴ حداکثر نقاطی چنين تعداد ندارند قرار نقاط از نقطه
بار سه دقيقاً مثلث هر بشماريم را نقاط اين تعداد نقطه، زوج (

n
۲
) همه�ی برای اگر که کنيد دقت حال

پس است. شده شمرده
۴
(
n

۲

)
≥ ۳k ⇒ ۲

۳(n
۲ − n) ≥ k

می�شود. ثابت مسئله حکم ترتيب اين به و

قطع N نقطه�ی در را AB پاره�خط است، دايره دو اصلی محور که PD پاره�خط امتداد کنيد فرض .۳
دهيم نشان است کافی بنابراين .∠BDC = ∠BPC نتيجه در و است محاطی BDPC چهارضلعی کند.
دارد، قرار دايره دو اصلی محور روی N نقطه�ی .∠DPB = ∠MPC معادلاً يا ∠DPM = ∠BPC

است: برابر دايره دو به نسبت آن قوت بنابراين
NA۲ = NB۲ ⇒ NA = NB

۱



داريم: حال
∠PBC = ∠PDC =

۱
۲ÂDP = ∠PAB

∠PCB =
۱
۲ P̂DB = ∠PBA

برابر هم با آن�ها متناظر ضلع و ميانه� بين زاويه�ی نتيجه در و هستند متشابه PBA PCBو مثلث�های پس
مثلث در AB ضلع ميانه�ی PN و PBC مثلث در BC ضلع نظير ميانه�ی PM که کنيد دقت حال است.
داشتيم. را آن اثبات قصد که است حکمی همان اين و ∠DPB = ∠NPB = ∠MPC لذا و است PAB

بنابراين: .|α| ≤ ۱ که باشد معادله حقيقی ريشه�ی يک α کنيد فرض خلف برهان به اول. راه�حل .۴
P (α) = ۰ ⇒ aα۳ + bα۲ + cα+ d = ۰ ⇒ aα۳ + cα = −(bα۲ + d)

⇒ |α||aα۲ + c| = |bα۲ + d| ⇒ |aα۲ + c| ≥ |bα۲ + d| ≥ bα۲ + d

از يکی ازای به می�پذيرد، [۰, ۱] بازه�ی در f(x)|ax + c| تابع که مقداری بيش�ترين که کنيد دقت حال
پس: .f(x) ≤ max{f(۰), f(۱)} = max{|c|, |a+ c|} عبارتی به و است. بازه انتهايی مقادير

|aα۲ + c| ≤ max{|c|, |a+ c|}

نقاط از يکی در را خود مقدار کم�ترين نيز g(x) = bx+ d خطی تابع که گفت می�توان مشابه استدلالی با
پس: می�پذيرد. انتهايی

bα۲ + d ≥ min{d, b+ d}

داريم: بالا رابطه�های بنابر حال
max{|c|, |a+ c|} ≥ |aα۲ + c| ≥ bα۲ + d ≥ min{d, b+ d}

αای چنين پس است، تناقض در مسئله فرض با که max{|c|, |a + c|} ≥ min{d, b + d} بايد نتيجه در
ندارد. وجود

که کنيد دقت دوم. راه�حل
P (x) = ax۳ + bx۲ + cx+ d = (a+ c)x۳ + (b+ d)x۲ + c(x− x۳) + d(۱− x۲)

می�کنيم: ثابت ،x /∈ {−۱, ۰, ۱} اگر
(a+ c)x۳ + (b+ d)x۲ > ۰ الف.

c(x− x۳) + d(۱− x۲) ب.
پس ،۰ < |x| < ۱ که می�دانيم الف، ادعای اثبات برای

(a+ c)x۳ + (b+ d)x۲ = x۲((a+ c)x+ (b+ d))

که: کنيد دقت حال
b+ d > |a+ c ≥ x(a+ c)| ≥⇒ (a+ c)x۳ + (b+ d)x۲ > ۰

نتيجه: در و ۱− x۲ > ۰ که کنيد دقت ب ادعای اثبات برای
d > |c| > |xc| ≥ −xc ⇒ cx+ d > ۰ ⇒ (۱− x۲)(cx+ d) > ۰ ⇒ c(x− x۳) + d(۱− x۲) > ۰

۲



مگر ندارد، [−۱, ۱] در ريشه�ای P (x) که می�رسيم نتيجه اين به ب و الف رابطه�های زدن جمع با حال
می�کنيم: بررسی جداگانه را عدد سه اين که −۱ يا و +۱ ،۰ در احتمالاً

P (۰) = d > |c| ≥ ۰

b+ d > |a+ c| ⇒ b+ d > a+ c ⇒ P (−۱) > ۰

b+ d > |a+ c| ⇒ b+ d > −a− c ⇒ P (۱) > ۰

می�رسد. پايان به حکم اثبات و نيستند P (x) ريشه�ی هم نقاط اين پس

∠BCT پس= است، ∠ABC خارجی زاويه�ی BCEبا متساوی�الساقين مثلث از زاويه�ای ∠BCT زاويه�ی .۵
پس: .∠CBT = ۱

۲ACB مشابه طور به و ۱
۲∠ABC

∠CTF = ∠BCT + ∠CBT =
۱
۲∠ABC + ∠ACB =

۱
۲(۱۸۰

◦ − ∠BAC) = ۶۰◦

می�دهد نتيجه اين .∠EBF = ∠ACE = ∠AKE نتيجه در و است محاطی ABTC چهارضلعی بنابراين
است. محاطی ABKF چهارضلعی پس .∠ABF = ۱۸۰◦ − ∠EBF = ۱۸۰◦ − ∠AKE = ∠AKF که

KCF و KEB مثلث�های پس ،BE = CF و ∠BEK = ∠KCF و ∠EBK = ∠CFK که داريم حال
نيم�ساز AK و هستند برابر KC و EK کمان دو نتيجه عنوان به .KE = KC لذا و هستند هم�نهشت

بود. خواهد ∠BAC زاويه�ی

نشان باشد. iنفره کلاس�های مجموعه�ی Ai از منظور ،۲ ≤ i ≤ n طبيعی عدد برای کنيد فرض .۶
يک در حداکثر دانش�آموزان از عضوی دو زيرمجموعه�ی هر فرض طبق .|Ai| ≤ n(n−۱)

i(i−۱) که می�دهيم
.|Ai| ≤ n(n−۱)

i(i−۱) پس .(n۲) ≥ |Ai|
(
i
۲
) عبارتی به پس کنند، شرکت هم با می�توانند Ai کلاس�های از کلاس

که می�دانيم حال
m = |A۲|+ |A۳|+ · · ·+ |An|

داشت: خواهيم فوق رابطه�ی در آمده دست به نامساوی جای�گذاری با نهايت در
m ≤ n(n− ۱)

(
۱

۲(۲−۱) +
۱

۳(۳−۱) + · · ·+ ۱
n(n−۱)

)
= n(n− ۱)

(
۱− ۱

۲ +
۱
۲ −

۱
۳ + · · ·+ ۱

n−۱ −
۱
n

)
= n(n− ۱)(۱− ۱

n) = (n− ۱)۲

می�رسد. پايان به حکم اثبات نتيجه در و

۳


