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۱۳۸۸ خلاقيت آزمون راه�حل

نزديک خيلی دور، خيلی .۱ شماره سؤال
می�کنيم. اثبات را لم يک ابتدا الف.

.PB + PC ≤ AB +AC آن�گاه باشد، ABC مثلث درون نقطه�ای P اگر لم.

مثلث نابرابری به توجه با صورت اين در کند. قطع D نقطه�ی در را AB تا می�دهيم امتداد را CP اثبات.
PB + PC ≤ BD + PD + PC = BD + CD ≤ BD +DA+AC = AB +AC

داريم: برمی�گرديم. اصلی مسئله�ی به حال
B۱B۲ +B۲B۳ + · · ·+BnB۱ ≤ (B۱M۱ +B۲M۱) + (B۲M۲ +B۳M۲) + · · ·+ (BnMn +B۱Mn)

= (B۱M۱ +B۱Mn) + (B۲M۱ +B۲M۲) + · · ·+ (BnMn−۱ +BnMn)

≤ (A۱M۱ +A۱Mn) + (A۲M۱ +A۲M۲) + · · ·+ (AnMn−۱ +AnMn)

≤ (A۱M۱ +M۱A۲) + (A۲M۲ +M۲A۳) + · · ·+ (AnMn +MnA۱)

= A۱A۲ +A۲A۳ + · · ·+AnA۱

است. بوده لم به توجه با دوم نابرابری و مثلث نابرابری همان اول نابرابری که

يکه�ای بردار −→uk و −−−−−→AkAk+۱ بردار طول Lk که −−−−−→AkAk+۱ = Lk
−→uk کنيد فرض ،۱ ≤ k ≤ n طبيعی عدد هر برای ب.

است. هم�راستا ∠Ak−۱AkAk+۱ زاويه�ی درونی نيم�ساز با −→uk −−−→uk−۱ صورت اين در است. آن با هم�جهت
،Ck تعريف نحوه�ی به توجه با نتيجه در ،−→ωk =

−−−→
AkCk کنيد فرض علاوه به

−→ωk.(
−→uk −−−→uk−۱) ≤ ۰ (∗)

نظر در n پيمانه�ی به انديس�ها همه�ی که کنيد دقت علاوه به است. بردار دو اين داخلی ضرب . از منظور اين�جا در که
ديگر طرف از می�شوند. گرفته

−−−−−→
Ck−۱Ck = −→ωk + Lk

−−→uk−۱ −−−→ωk−۱

بنابراين و بود شده انتخاب خودش راستای در واحد بردار −→uk که کنيد Ck−۱Ck→−−−−−∣∣∣دقت

∣∣∣ ≥ −−−−−→
Ck−۱Ck.

−−→uk−۱ = (−→ωk + Lk
−−→uk−۱ −−−→ωk−۱).

−−→uk−۱ =
−→ωk.

−−→uk−۱ + Lk −−−→ωk−۱.
−−→uk−۱

داريم: بنابراين
n∑

k=۱

∣∣∣−−−−−→Ck−۱Ck

∣∣∣ ≥ n∑
k=۱

Lk +

n∑
k=۱

(−→ωk.
−−→uk−۱)−

n∑
k=۱

(−−→ωk−۱.
−−→uk−۱)



..

۲

.

www.mathysc.com رياضی المپياد ملی کميته�ی وب�گاه

..
۱۳۸۸ خلاقيت آزمون راه�حل

(∗) به توجه با ديگر سوی از
n∑

k=۱
(−→ωk.(

−→uk −−−→uk−۱)) ≤ ۰ ⇒
n∑

k=۱
(−→ωk.

−−→uk−۱) ≥
n∑

k=۱
(−→ωk.

−→uk) =
n∑

k=۱
(−−→ωk−۱.

−−→uk−۱)

می�دهد نتيجه اين و
n∑

k=۱

∣∣∣−−−−−→Ck−۱Ck

∣∣∣ ≥ n∑
k=۱

Lk =
n∑

k=۱

∣∣∣−−−−−→AkAk+۱
∣∣∣

می�رسد. پايان به هم قسمت اين اثبات و
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ثابت�قدم جای�گشت .۲ شماره سؤال
ديگری و مثبت يکی بايد {π(k)− k : k = ۱, ۲, . . . , n} مجموعه�ی عضو دو بين در ،∑n

k=۱(π(k)− k) = ۰ که آن�جا از
A = {k : π(k)− k = a} کنيد فرض هم�چنين .a, b > ۰ که باشند −b و a مجموعه اين اعضای کنيد فرض باشد. منفی

.B = {k : π(k)− k = b} و
،i+ a+ b ≤ n و i ∈ A اگر زيرا است. A از عضوی هم i+ a+ b باشد، i+ a+ b ≤ n و i ∈ A اگر که کنيد توجه نخست
نتيجه در و باشد i + a برابر نمی�تواند ديگر π(i + a + b) است جای�گشت يک π و بود π(i) = i + a که آن�جا از
و j ∈ B اگر که ديد می�توان مشابه کاملاً استدلال با .i + a + b ∈ A يعنی اين که π(i + a + b) − (i + a + b) = a

بود. خواهد j − a− b ∈ B ،j − a− b ≥ ۱
امکان اين ما به مشاهدات اين .i ∈ B ،n−a < i ≤ n اگر و i ∈ A ،۱ ≤ i ≤ b اگر که ديد راحتی به می�توان ديگر سوی از
باقی�مانده�ی اگر دارند. قرار B يا A از يک کدام در {۱, ۲, . . . , n} مجموعه�ی اعضای از کدام هر بفهميم که می�دهد را
از بيش�تر تقسيم اين باقی�مانده�ی اگر و i ∈ A بايد بالا توضيحات به توجه با باشد، b مساوی يا کم�تر a + b بر i تقسيم
هر برای که کنيد دقت حال باشد. n از مقسوم�عليهی بايد a + b که می�شود نتيجه سادگی به بنابراين .i ∈ B باشد، b
کل تعداد بنابراين دارد. وجود طبيعی عدد دو مجموع صورت به d نوشتن برای مختلف راه d − ۱ ،n از d مقسوم�عليه

با است برابر a+ b|n که ,a)هايی b)∑
d|n

(d− ۱) =
∑
d|n

d−
∑
d|n

۱ = σ(n)− τ(n)

داشته را مسئله خاصيت که ساخت جای�گشتی می�توان بالا توضيحات به توجه با ,aای b چنين هر برای ديگر سوی از
اول عدد b ما جای�گشت {k(a+ b) + ۱, k(a+ b) + ۲, . . . , (k+ ۱)(a+ b)} صورت به بلوک هر در که است کافی� باشد.

کند. b منهای را بعدی عدد a و کرده a علاوه�ی به را
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موازی مثلث�بندی .۳ شماره سؤال
علامت�دار مجموع با است برابر تجانس نسبت�های مجموع بنابراين باشد، افقی اصلی مثلث پايين ضلع که کنيد فرض
∆۱,∆۲, . . . ,∆k و اصلی مثلث بيان�گر ∆۰ کنيد فرض اصلی. مثلث افقی ضلع طول به مثلث�ها افقی ضلع طول نسبت
را ϵi ،۱ ≤ i ≤ k برای و ∆i مثلث افقی ضلعی طول را hi ، ۰ ≤ i ≤ k برای علاوه به باشند. کوچک مثلث�های بيان�گر
است). −۱ برابر باشد معکوس اگر و ۱ برابر علامت اين باشد، مستقيم تجانس (اگر بگيريد ∆i و ∆۰ تجانس ضريب علامت
مجموع محاسبه�ی مسئله� خواسته�ی بنابراين بود. خواهد ϵi

hi

h۰
برابر ∆۰ و ∆i مثلث دو تجانس نسبت توضيحات اين با

است. ∑k
i=۱

(
ϵi

hi

h۰

)
= ۱

h۰

∑k
i=۱ ϵihi

هستند مثلث دو ضلع از قسمتی دارند، قرار اصلی مثلث ضلع روی که پاره�خط�هايی جز به افقی پاره�خط�های از قطعه هر
مثلث ضلع که افقی خطوط از قطعه هر بنابراين است. متفـاوت جهت در ديگری و است اصلی مثلث با هم�جهت يکی که
مختلف علامت دو اين و می�شود ظاهر منفی علامت با بار يک و مثبت علامت با بار k∑يک

i=۱ ϵihi مجموعِ در نيست، اصلی
برود. بين از پاره�خط تکه آن� تأثير که می�شوند باعث

می�شود، ظاهر مجموع اين در مثبت علامت با بار يک تنها اصلی مثلث ضلع از افقی تکه�ی هر که اين به توجه با نهايت در
داريم:

k∑
i=۱

ϵihi = h۰ ⇒
۱
h۰

k∑
i=۱

ϵihi = ۱

داشتيم. را آن کردن ثابت قصد که است چيزی همان اين و
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تابعين! .۴ شماره سؤال
داريم: x ̸= y هر )برای

f(x)− f(y)
)۲

+
(
g(x)− g(y)

)۲ ≥ ۱
۲
(
|f(x)− f(y)|+ |g(x)− g(y)|

)۲
>

۱
۲

علامت�زده نقطه�ی دو هر بزنيم، علامت صفحه در را (f(x), g(x)) نقطه�ی حقيقی x هر برای اگر که می�دهد نشان اين
به دو دايره�ها اين بزنيم، ۱

۲
√
۲ شعاع به دايره�ای نقطه�ها اين از کدام هر حول اگر دارند. ۱√

۲ حداقـل اندازه�ی به فـاصله�ای
رسم صفحه در مجزا دو به دو دايره�ی ناشمارا هستند، ناشمارا حقيقی اعداد اين به توجه با نمی�کنند. قطع را ديگر يک دو
آن�جا از اما يافت، گويا مختصات با نقطه يک می�توان دايره�ها اين از کدام هر در که کنيد توجه ديگر طرف از اما کرده�ايم.
با نقطه�ای ،x حقيقی عدد هر به فرآيند اين با واقع (در نيست. ممکن اتفـاق اين هستند، شمارا نقطه�هايی چنين تعداد که
از يک به يک تابع يک اين که هستند، متفـاوت مختلف حقيقی اعداد برای نقطه�ها اين� که داده�ايم نسبت گويا مختصات

ندارد.)۱ وجود تابعی چنين که می�کند معرفی Q۲ به R

شده تدريس دانش�پژوهان به سال آن تابستانی دوره�ی در که بود ناشمارا و شمارا مجموعه�های مورد در اطلاعاتی داشتن مستلزم سؤال اين ۱حل
داشته�اند. آشنايی مفـاهيم اين با همگی و بود
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غلطان توپ .۵ شماره سؤال
نقطه�یعلامت�زده�شده از که عظيمه�ای دايره راستای در را توپ ابتدا بگيريد. صفحه در آن اوليه�ی مکان Oرا توپو شعاع را r
جديد مکان را A شود. منتقـل مکان بالا�ترين به علامت�دار نقطه�ی اين تا می�دهيم حرکت می�گذرد کره نقطه�ی بالاترين و
به مقدار اين که کرده طی کره روی علامت�دار نقطه�ی که است عظيمه دايره� از کمانی طول OA بگيريد. صفحه در توپ
که يافت می�توان صفحه در B مثل نقطه�ای بنابراين است. ۲πr يعنی عظيمه دايره�ی دايره�ی يک محيط از کم�تر وضوح
دل�خواه جهت يک در را آن ما و باشد کره نقطه�ی بالاترين علامت�دار نقطه�ی اگر که کنيد دقت .OA = OB = ۲πr
در سپس و AB جهت در ابتدا را کره اگر پس بود. خواهد نقطه بالاترين رنگی نقطه�ی مجدداً بغلطانيم، ۲πr اندازه�ی به
بالاترين علامت�دار نقطه�ی شد، اشاره که نکته�ای به توجه با و برمی�گردد O نقطه�ی به نهايت در دهيم، حرکت BO جهت

بود. خواهد کره نقطه�ی
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آی! علاوه�ی به يک مبنای .۶ شماره سؤال
۱+ i مبنای در نامتناهی بسطی i برای ،i =

∞∑
i=۱

(۱+ i)n تساوی به توجه با واقع در است. داشته اشکال سؤال اين صورت
کرد. معرفی i برای متناهی بسط يک نمی�توان که ديد سادگی به می�توان و دارد وجود
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محيطی چندوجهی .۷ شماره سؤال
اضلاع کردن رنگ و مماسهستند دايره يک بر آن اضلاع همه�ی که يکچندضلعی يعنی صفحه، در مسئله صورت به توجه

است. سودمند مسئله اين حل برای نباشند، سياه�رنگ مجاوری ضلع دو هيچ گونه�ای به آن
وجه اين رئوس همه�ی به را نقطه اين و بگيريد نظر در را وجه آن با محاطی کره�ی تماس نقطه�ی چندوجهی وجه هر برای

می�شود. افراز مثلث تعدادی به چندوجهی سطح کار اين با کنيد. وصل
علاوه به هستند. ضلع اين شامل که باشند چندوجهی از وجهی دو F۲ و F۱ و چندوجهی از ضلع يک AB که کنيد فرض
به دو هر AT۲ و AT۱ صورت اين در که کنيد توجه بگيريد. F۲ و F۱ با محاطی کره�ی تماس نقطه�های ترتيب به را T۲ و T۱

هم AT۱ بنابراين و دارد کره با اشتراک نقطه�ی يک تنها F۱ وجه که می�دانيم AT۱ مورد در مثلاً زيرا هستند، مماس کره
است. تماس نقطه��ی آن T۱ و باشد داشته تماس نقطه�ی يک از بيش�تر نمی�تواند

در و است مماس آن بر AT۱ که می�شود حاصل دايره�ای کنيم رسم را A و T۱ ،(O) کره مرکز از گذرا صفحه�ی اگر حال
کره شعاع همان بود، کره مرکز همان آن مرکز که اين به توجه با که است دايره آن شعاع r که AT ۲

۱ = AO۲ − r۲ نتيجه
می�دهد نتيجه مشابه کاملاً استدلال .AT۱ = AT۲ پس می�آيد. دست به AT۱ برابر هم AT۲ طول استدلال همين با است.

هستند. هم�نهشت ABT۲ و ABT۱ مثلث دو پس .BT۱ = BT۲ که
هم�نهشت هم با هستند، چندضلعی از يکضلع شامل دو هر که چندوجهی رویسطح ايجادشده مثلث دو توضيحات اين با
برای پس بود، نخواهند سياه�رنگ هم�زمان مثلث�ها اين دوی هر ديگر طرف از دارند. برابر مساحت خاص طور به و هستند
مساحت که می�دهد نتيجه اين و داشت خواهد وجود آن با برابر مساحت با سفيد�رنگ مثلث يک سياه�رنگ مثلث هر

نيست. بيش�تر سفيدرنگ ناحيه�ی از سياه��رنگ ناحيه�ی
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نامتناهی خوشه�ی .۸ شماره سؤال
ضلع طول از منظور دارد. وجود «۲n + ۱ ضلع به و مبدأ مرکز به افقی «مربع عنوان تحت عبارتی سؤال صورت در توجه.
مربع اين ضلع طول برای ۲n عدد از که بود به�تر شايد است. مربع ضلع روی صحيح نقطه�های تعداد بيان، اين در مربع

می�شد. استفـاده

شامل که خوشه�ای حال نيست. حذف�شده نقطه�های بين در مبدأ که کرد فرض می�توان مسئله کليت از شدن کم بدون
از يکی به مجاور که است حذف�شده نقطه�هايی شامل آن مرز باشد، متناهی خوشه اين اگر بگيريد. نظر در را است مبدأ
مربعی درون خوشه اين نقطه�های همه�ی که باشد طبيعی عدد کوچک�ترين k کنيد فرض هستند. خوشه اين رأس�های
اين مرز روی مبدأ شامل خوشه�ی نقطه�های از يکی حتماًٌ صورت اين در می�گيرند. قرار مبدأ مرکز به ۲k + ۱ ضلع به
هر برای صورت اين در باشد. مربع راست سمت عمودی ضلع روی رأس اين کنيد فرض تقـارن دليل به دارد. قرار مربع
يکی در (اگر دارد وجود i اول مؤلفه�ی با شده حذف نقطه�ی يک مبدأ مرکز به ۲k + ۳ ضلع به مربع در ،۰ ≤ i ≤ k + ۱
ضلع به مربع در پس است). نبوده ممکن عدد کوچک�ترين k باشد، نداشته وجود حذف�شده�ای نقطه�ی ستون�ها اين از
و دارد تناقض مسئله فرض با اين ،k + ۲ > k+۱

۲ چون که داريم شده حذف نقطه�ی k + ۲ حداقـل مبدأ مرکز به ۲k + ۳
است. نامتناهی مبدأ شامل خوشه�ی بنابراين

در خوشه�ها اين دوی هر که يافت r طبيعی عدد می�توان داريم. مجزا نامتناهی خوشه�ی دو حداقـل که کنيد فرض حال
طبيعی عدد هر برای خوشه�ها بودن نامتناهی و هم�بندی دليل به باشند. داشته رأس ۲r + ۱ ضلع و مبدأ مرکز به مربع
رئوس از يکی بايد k ≥ r هر برای علاوه� به دارند. رأس ۲k + ۱ ضلع و مبدأ مرکز به مربع مرز روی خوشه دو هر ،k ≥ r

متصل هم به مربع اين مرز روی از خوشه دو صورت اين غير در چون باشد، شده حذف مبدأ مرکز به ۲k+ ۱ ضلع به مربع
مبدأ مرکز به ۲N + ۱ ضلع به مربع در حذف��شده رأس N − r حداقـل ،N بزرگ طبيعی عدد يک برای پس می�شوند.
تناقض مسئله فرض با که است شده حذف مربع اين در رئوس از N

۲ از بيش يعنی اين و N − r > N
۲ ،N > ۲r اگر داريم.

داريم. گراف اين در نامتناهی خوشه�ی يک فقط و يک پس دارد.
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