
او نام به
۱۳۸۸ رياضی، المپياد دوره�ی هفتمين و بيست دوم مرحله سؤالات راه�حل

کنيد: دقت .۱
p(x) = ax۲ + bx+ c = x(۱+x)

۲ (a+ b+ c)− x(۱−x)
۲ (a− b+ c) + (۱− x۲)c

= x(۱+x)
۲ p(+۱)− x(۱−x)

۲ p(−۱) + (۱− x۲)p(۰)

آن�گاه: باشد، ۰ ≤ x ≤ ۱ اگر
|ax۲ + bx+ c| ≤ x(۱+ x)

۲ +
x(۱− x)

۲ + (۱− x۲) =
۵
۴ − (

۱
۲ − x)۲ ≤ ۵

۴
:−۱ ≤ x ≤ ۰ اگر و

|ax۲ + bx+ c| ≤ −x(۱+ x)

۲ − x(۱− x)

۲ + (۱− x۲) =
۵
۴ − (

۱
۲ + x)۲ ≤ ۵

۴
تساوی نابرابری�ها اين به توجه با ضمناً .|p(x)| ≤ ۵

۴ ،[−۱, ۱] بازه�ی در x هر برای که می�دهد نشان اين
که: می�دهد رخ زمانی

.x = + ۱
۲ در p(x) = ±(x۲ − x− ۱) الف.

.x = − ۱
۲ در p(x) = ±(x۲ + x− ۱) ب.

و هلو درختان انار، درختان سيب، درختان تعداد نمايان�گر ترتيب به a۴ و a۳ ،a۲ ،a۱ کنيد فرض .۲
هم�سايه�ی يک انار درخت هر و هلو درخت هر خالی، خانه�ی هر که کنيد دقت باشند. خالی خانه�های
می�توان هم�سايه خانه�ی زوج ۴a۱ حداکثر است، a۱ که سيب�ها تعداد به توجه با هم�چنين دارند. سيب
اگر .۴a۱ ≥ a۲ + a۳ + a۴ پس نباشد. سيب درخت ديگری و باشد سيب درخت آن�ها از يکی که يافت
درخت ديگری و انار درخت آن�ها از يکی دقيقاً که مجاوری خانه�های زوج� تعداد برای را مشابهی شمارش
و دارد انار هم�سايه�ی يک هلو درخت هر و خالی خانه�ی هر که می�بينيم دهيم، انجام باشد خالی يا و هلو
هم�سايه�های از تا سه حداکثر دارد، سيب هم�سايه�ی يک انار درخت هر که اين به توجه با ديگر طرف از
خاصيت اين با مجاور خانه�ی زوج ۳a۲ حداکثر نتيجه در باشند. خالی يا و هلو می�توانند انار درخت يک

.۲a۳ ≥ a۴ که می�بينيم مشابه کاملاً استدلال با .۳a۲ ≥ a۳ + a۴ لذا و يافت می�توان
بنابراين:

۲a۳ ≥ a۴ ⇒ a۳ ≥ a۴
۲

۳a۲ ≥ a۳ + a۴ ≥ a۴
۲ + a۴ =

۳
۲a۴ ⇒ a۲ ≥ a۴

۲

۴a۱ ≥ a۲ + a۳ + a۴ ≥ a۴
۲ + a۴

۲ + a۴ = ۲a۴ ⇒ a۱ ≥ a۴
۲

داريم: a۱ + a۲ + a۳ + a۴ = ۵۰× ۵۰ = ۲۵۰۰ که اين به توجه با کل در پس
۲۵۰۰ = a۱ + a۲ + a۳ + a۴ ≥

a۴
۲ +

a۴
۲ +

a۴
۲ + a۴ =

۵
۲a۴ ⇒ ۱۰۰۰ ≥ a۴

می�شود. کامل اثبات ترتيب اين به و

داريم: است، BAC زاويه�ی نيم�ساز AM که اين به توجه با .۳
∠DBM = ∠CBM = ∠MAC =

∠BAC

۲ = ∠BAM

۱



خط اين روی که P نقطه�ی نتيجه در و است مماس BM بر B در ABD مثلث محيطی دايره�ی پس
را T APQ∠.(اگر = ∠APD ≤ ∠ABD = ∠B بنابراين باشد. دايره درون نمی�تواند دارد، قرار مماس
زاويه�ی است ∠ABD برابر که ∠ATD زاويه�ی بگيريم، ABD محيطی دايره�ی با PD تقاطع ديگر نقطه�ی

نيست. کم�تر ∠APD از بنابراين و بود خواهد APT مثلث خارجی
کل: در پس .∠AQP ≤ ∠C فهميد می�توان مشابه کاملاً استدلال با

∠PAQ = ۱۸۰◦ − ∠APQ− ∠AQP ≥ ۱۸۰◦ − ∠B − ∠C = ∠A

امکان�پذير n− ۲ برای اگر تنها و اگر است، امکان�پذير n > ۲ طبيعی عدد برای عمل اين می�کنيم ادعا .۴
کنيم. استفاده ”راست” و ”چپ” ”پايين”، ”بالا”، واژه�ی چهار از جهت چهار بيان برای کنيد فرض باشد.
بايد بالا سطر نفرات شوند، تبديل nتايی nستون + ۲ به بخواهند nتايی + ۲ ستون n اگر که کنيد دقت
ترتيب همين به بروند. بالا به واحد يک حتماً بايد پايين نفرات و کنند حرکت پايين به واحد يک حتماً
راست سمت به واحد يک چپ سمت نفرات و بروند چپ سمت به قدم يک بايد راست سمت نفرات
حرکتشان و هستند پايين و بالا ستون در که ستون�ها اين پايينی و بالايی نفر از غير به بيايند.(البته
به بايد که هستند nتايی ستون، n− ۲ شامل آن�ها کنيد. توجه سربازها بقيه�ی به حال شد.) داده توضيح
می�توان ادعا اين چندباره�ی تکرار با بنابراين می�شود. ثابت ادعا بنابراين شوند. تبديل −nتايی ۲ ستون n

باشد. انجام قابل n = ۲ برای اگر تنها و اگر است، انجام قابل کار اين باشد زوج عددی n اگر که ديد

باشد. انجام قابل n = ۱ برای اگر تنها و اگر است، انجام قابل کار اين باشد فرد عددی n اگر هم�چنين
بيايند وسط خانه�ی به می�توانند تنها دو هر کناری سرباز دو زيرا نيست، انجام قابل n = ۱ برای کار اين
کار اين پس است. انجام قابل کار اين که ديد می�توان سادگی به n = ۲ مورد در اما ندارد. امکان اين و

باشد. زوج n که است ممکن زمانی تنها

و صعودی اکيداً به توجه با و aj − ai|aj که می�دانيم متمايز، طبيعی اعداد از i < j زوج هر برای .۵
aiها: بودن طبيعی

aj > aj − a۱ > aj − a۲ > · · · > aj − ai

همه�ی aj > b۱ > b۲ > · · · > bk اگر بنابراين هستند. aj مقسوم�عليه بالا جمله�های همه�ی ديگر طرف از
بزرگ مقسوم�عليه +iامين ۱ ،bi که آن�جا از حال .aj − ai ≤ bi داشت خواهيم باشند، aj مقسوم�عليه�های�

۲



کل: در بنابراين و bi ≤ aj
i+۱ است، aj

aj − ai ≤ bi ≤
aj

i+ ۱ ⇒ (i+ ۱)(aj − ai) ≤ aj ⇒ iaj ≤ (i+ ۱)ai ≤ jai

باشند، جدول از نقطه دو در j و i کارت�های اگر حال کنيد. تقسيم برابر کمان ۱۱ به را ميز ابتدا .۶
در مثال طور به کم�تر). کمان�های می�گيريم(تعداد دو آن نقاط بين کمان�های تعداد را آن�ها بين فاصله�ی

است. ۵ برابر j و i کارت دو فاصله�ی زير شکل

می�کنيم.(دقت محاسبه را متوالی شماره�های با کارت�های فاصله�های مجموع مرحله هر از بعد حال
i − ۱ و i + ۱ بين کوچک�تر کمان در i کارت محل اگر دارند!) متوالی شماره�ی ۱ با ۱۱ کارت که کنيد
i+ ۱ و i فاصله�ی بين در اما نمی�کند، تغيير i− ۱ و i+ ۱ فاصله�ی (زيرا نمی�کند. تغيير مقدار اين باشد،
اين غير در و می�گردد.) اضافه واحد يک ديگری به و می�شود کم� واحد يک يکی از ،i− ۱ و i همين�طور و

کنيد. توجه زير شکل�های به می�کند. تغيير واحد دو صورت

می�کند. تغيير واحد دو � نمی�کند. تغيير فاصله� مجموع

باشد قرار اگر و است ۱۱ برابر مقدار اين ابتدا در می�ماند. ثابت همواره مقدار اين زوجيت بنابراين
ندارد. امکان که شود صفر برابر بايد مقدار اين شوند، جمع نقطه يک در کارت�ها همه�ی

۳


