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  .صحيح است) ب(گزينه  .1

  :داريم كه 

مساحت دايره به شعاع واحد ൌ π                              مساحت مثلث به ضلع واحد                             و

ൌ
√3
4  

ߨ|اي را بيابيم كه  ݊بنابراين مي خواهيم   െ ݊ √3
4 |كمينه باشد يا معادل آن  | 4஠

√3 െ  .كمينه باشد |݊
  :داريم كه 

π ؆ 3√ و 3.1 ؆ 1.7  ֜ 4π
√3  ؆ 7.3 

 .است 7برابر  ݊پس 

  .صحيح است) د(گزينه - 2

 iتوجه كنيد حاصلضرب اعداد سطر . را محاسبه مي كنيم 10در  10ابتدا حاصل ضرب اعداد جدول ضرب 
1010!ام برابر است با  ×i . 10!(20: در نتيجه حاصل ضرب كل اعداد جدول برابر است با(.  

mطبيعي كه به ازاي آن  mاكنون مي خواهيم ببينيم بزرگترين  توجه كنيد . صحيح است چيست)10!(20
در نتيجه . بخش پذير باشد mبر عدد  )10!(20براي اينكه اين امر محقق شود بايد توان همه ي عوامل اول 

در نتيجه با توجه . است )10!(20م توان عوامل اول در .م.با اين خاصيت برابر با ب mبزرگترين عدد طبيعي 
20408016020                               :به اينكه  7532)!10( ×××=  

)20,40,80,160(20: با خاصيت مذكور برابر است با  mدر نتيجه بزرگترين  =.  

  .صحيح است) ب(گزينه  - 3

با توجه به اين كه هر سياره لااقل يك قمر دارد، مي توان گفت كه مجموع جرم اقمار اين منظومه با مجموع  
از طرفي همان طور كه گفتيم مجموع جرم سيارات برابر با مجموع جرم . جرم سيارات اين منظومه برابر است

برابر  3اين منظومه برابر با  پس در نتيجه مي توان گفت كه مجموع جرم اجرام. ستاره اين منظومه است
 جرم در اين منظومه قرار دارد، مي توان گفت كه  132حال با توجه به اين كه . جرم ستاره است

ميانگين اجرام ൌ 3 ൈ 1.98 ൈ 1030

132 ൌ 4.5 ൈ 1028 



  .صحيح است) الف(گزينه  .4

  :مطابق شكل

  

  

  

ܣܤداريم كه طبق نامساوي مثلث  ൅ ܦܤ ൒ 4پس   ܦܣ ൅ ܦܤ ൒ ܦܤيا  7 ൒ 3 

ܥܤهمچنين داريم كه  ൅ ܦܥ ൒ 8پس  ܦܤ ൒  ܦܤ

8پس داريم كه  ൒ ܦܤ ൒ و به سادگي مي توانيد تحقيق كنيد كه هر مقداري اين ميان را اتخاذ مي  3
  .كند

  
  .صحيح است) ج(گزينه  - 5

با توجه  به اين كه نمره نفر اول كلاس الف بيشتر يا مساوي ميانگين نمرات اين كلاس است و اين  
ميانگين از ميانگين كلاس ب بيشتر است، مي توان گفت كه نمره نفر اول كلاس الف از ميانگين نمرات 

ر اول در نتيجه ممكن نيست كه كسي در كلاس ب نباشد كه نمره اش از نف. كلاس ب بيشتر است
نفر در كلاس ب هستند كه از تمامي افراد كلاس الف  49در نتيجه حداكثر . كلاس الف كمتر باشد

 . بيشتر است

كسب  100نفر در كلاس ب نمره  49فرض كنيد . نيز مثالي ذكر كنيم 49حال كافي است كه براي 
  در نتيجه. شندرا كسب كرده با 99در كلاس الف نيز همگي نمره . كردند و يكي صفر شده باشد

100 ൈ 49
50 ൏

50 ൈ 99
50  

  .نفر در كلاس ب نمره شان از تمامي افراد كلاس الف بيشتر شده است 49در اين حالت به وضوح 



  .صحيح است) ب(گزينه  .6

پس مطابق زير برنامه .شنبه اي كه مهندس ناظر براي اولين بار از تونل بازديد كرده را روز صفر بناميد
  :بازديدها را مي نويسيم

  

  

  

  

  

 

  

0پس صدمين بازديد در روز  ൅ 1 ൅ 2 ൅ڮ൅ 99 ൌ 99ൈ100
2 ൌ انجام مي شود داريم كه   4950

  .است لذا اين بازديد در يك روز بعد از شنبه يعني يك شنبه صورت مي گيرد 1برابر  7بر  4950باقيمانده 

  .صحيح است) ه(گزينه  - 7

پس مسير مسافرتش . شهر تبريز، مشهد مقدس يا شيراز سفر مي كند 3اين فرد در روز اول به يكي از  
اين مسافرت نيز به وسيله هواپيما، قطار يا اتوبوس صورت . در روز اول به سه طريق مشخص مي شود

له مي تواند در روز دوم با دو وسي. طريق مي تواندوسيله مورد نظرش را انتخاب كند 3پس به . گيرد
در روز سوم با سه وسيله به . مسافرت كند و  از شهر اول به يكي از دوسهر باقيمانده مي تواند سفر كند

در نتيجه تعداد . در روز چهارم نيز با دو وسيله مي تواند به اصفهان بازگردد. شهر باقيمانده سفر مي كند
 :راه هاي مسافرت او بنابر اصل ضرب برابر است با

3 ൈ 3 ൈ 2 ൈ 2 ൈ 3 ൈ 1 ൈ 2 ൈ 1 ൌ 216 
   

  0روز    اولين بازديد
  1+0روز    دومين بازديد
  2+1+0روز    سومين بازديد

چهارمين 
  3+2+1+0روز    بازديد

.  

.  

.  

.  

.  

.  
  0+1+...+98+99روز    صدمين بازديد

    



  .صحيح است) ج(گزينه  - 8
9800به عوامل اول خواهيد يافت كه  9800با تجزيه  ൌ 23 ൈ 52 ൈ در نتيجه با توجه به اين كه . 72
 23حال براي ايجاد عامل . دو مرتبه استفاده مي شود 7و  5هستند، لزوما از هركدام از  9تا 0ارقام از 

  :سه راه وجود دارد
൫8به . استفاده شود 1استفاده كنيم و درنتيجه بايد براي بقيه ارقام از  8از يك ) الف

2൯  طريق مي توان
൫6سپس به . ها را مشخص كرد 7جايگاه 

2൯  ها را مشخص كرد و در آخر به 5طريق مي توان جايگاه
  .رقمي داريم 8عدد  1680پس در اين حالت . را مشخص كرد 8طريق مي توان جايگاه 4
൫8به . 2استفاده كنيم و يك  4يك  از) ب

2൯  سپس به . ها را مشخص كرد 7طريق مي توان جايگاه൫6
2൯ 

را مشخص  2طريق جايگاه  3و به 4طريق جايگاه  4ها را مشخص كرد و به 5طريق مي توان جايگاه 
  .  رقمي داريم 8عدد  5040پس در اين حالت . مي كنيم

൫8به . استفاده مي كنيم 2عدد 3از ) ج
2൯  سپس به . ها را مشخص كرد 7طريق مي توان جايگاه൫6

2൯ 
൫4ها را مشخص كرد و به 5طريق مي توان جايگاه 

3൯  پس . ها را مشخص كرد 2طريق مي توان جايگاه
  .رقمي داريم8عدد  1680در اين حالت

  .رقمي با اين خاصيت وجود دارد 8عدد  8400در نتيجه در كل 
  

  .صحيح است) الف(گزينه - 9

14و  3aگنگ باشد ولي  aفرض كنيد . ت مي كنيم الف همواره درست استابتدا ثاب −a در . گويا باشند

3علاوه بر آن . هم گويا است 4aاينصورت 

4

a
aa 03و  = ≠a . تقسيم دو عبارت گويا برابر با عبارتي در نتيجه

  .اين تناقض است. گنگ شده در حالي كه مي دانيم حاصل تقسيم دو عدد گويا عددي گوياست

  .راه ديگري هم براي اثبات مسئله وجود دارد و آن ارائه مثال نقض براي بقيه گزينه هاست
3براي ب كافي است  2=a را در نظر بگيريد.  

30اي ج كافي است بر 2=a را در نظر بگيريد.  

  .را در نظر بگيريد a=2براي د كافي است
5و براي ه كافي است  2=a را در نظر بگيريد.  

  .پس گزينه الف صحيح است

   



  .صحيح است) ب(گزينه =10

nmاعداد به فرم  تعدادتوجه كنيد سوال به دنبال  32 قرار دارند و  10000و  5000اي مي گردد كه بين  ×
10000325000به دست مي آيد كه  mحداكثر يك  nتوجه كنيد كه براي هر . نه خود اعداد <×< nm 

قرار گرفته اند كه اين  )10000,5000(به دست آيد يعني اينكه يك عدد و دوبرابرش در بازه  mاگر دو (
100003صحيح و نامنفي كه  nعلاوه بر اين مي خواهيم نشان دهيم براي هر  ). امكان ندارد <n  باشدm 

10000325000اي پيدا مي شود كه  <×< nm . 0براي اين كار ابتدا=m اگر عدد . را در نظر مي گيريم
n3  1بيش تر باشد كه چيزي كه مي خواستيم يافته ايم در غير اينصورت  5000از=m  در نظر گرفته مي

1000032كنيد كه امكان ندارد كه  اكنون دقت. شود >× n  زيرا در اينصورتn3  بوده كه  5000بزرگتر از
1000032در نتيجه . مي دانيم اينگونه نبوده است <× n . بيش تر باشد مسئله حل  5000اگر اين عدد از

توجه كنيد كه اين روند . در نظر مي گيريم و روند فوق را ادامه مي دهيم را m=2در غير اينصورت . است
10000232متوقف مي شود زيرا به جايي مي رسيم كه  >≥× unu . وقتي روند متوقف شدm  را يافته ايم

در نظر مي گيريم و در هر مرحله آن  10000در حقيقت ما ابتدا يك عدد كوچكتر از . هم يكتاست mو اين 
اگر . بيش تر شويم 10000اين روند را آن قدر ادامه مي دهيم تا اولين مرحله اي كه از . را دو برابر مي كنيم

بوده  10000تا  5000ي بين مرحله ي قبل از اين مرحله را درنظر بگيريم حتما عددمان در اين مرحله چيز
  . است

100003كه  mدر نتيجه جواب مسئله برابر است با تعداد اعداد صحيح و نامنفي  <m  كه با يك بررسي
گزينه ب  پس.  8تا  0در رابطه بالا صدق مي كنند يعني اعداد صحيح از  mعدد  9ساده مي بينيم كه 

  .صحيح است

  .صحيح است) ه(گزينه -11

uxفرض كنيد كه  vyو  1−= ),(0باشند در اينصورت  2= =vuf  در نتيجه مجموعه جوابي كه براي
vu,   :اكنون . به دست مي آيد همان شكلي است كه در فرض مسئله داده شده است 

  

  

در نتيجه براي به دست آوردن مجموعه نقاط خواسته شده بايد ابتدا نموداري كه در مسئله داده شده است 
در پايان هم بايد با يك . سپس يك واحد به سمت راست انتقال دهيم.ها قرينه كنيم yرا نسبت به محور 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

−=

2

1
vy

ux



تجانس به نسبت 
2
اگر اين كارها ). به نوعي نمودار را جمع كنيم(مختص دوم همه ي نقاط را نصف كنيم  1

  .جواب مسئله است) ه(را انجام دهيم به سادگي معلوم است كه گزينه 

  .صحيح است) الف(گزينه  .12

6ابتدا  ൈ 6 ൈ 3 ൌ شكل زير نماي كناري مكعب بعد از .سانتي متر مكعب آب درون مكعب قرار دارد 108
  :كج شدن است

  

  

  

  

  

  

  

ܩܨ ൌ ܪܣ ൌ 6 sinሺ30�ሻ ൌ 3 , ܪܩ ൌ ܪܤ ൅ ܩܤ ൌ .ܪܣ ሻ�ሺ30ݐ݋ܿ ൅ .ܩܨ ሻ�ሺ30݊ܽݐ
ൌ 3 ൬√3 ൅ 1

√3൰ ൌ 4√3 

  :پس حجم آب باقي مانده برابر است با

6 ൈ ቀمساحت مثلث ܨܤܣቁ ൌ 6 ൈ 3 ൈ 4√3
2 ൌ 36√3 

3√36داريم كه  ൏ 108پس آب بيرون مي ريزد و حجم آب بيرون ريخته شده برابر  108 െ  .است 3√36

   



  .صحيح است) الف(گزينه  -13

3ݕطبق معادله . بخشپذير نيست8بخشپذير است اما بر  4بر  1388توجه كنيد كه  ൌ 2ݔ2 ൅ 1388 ،
حال عبارت . بخشپذير است 8بر  3ݕدر نتيجه . نيز زوج است ݕپس . زوج است 3ݕنتيجه مي گيريم 
3ݕ െ  8بر  2ݔ2نيز زوج است و  ݔپس . زوج است 2ݔدر نتيجه لزوما . بخشپذير است 4بر  1388
3ݕدر نتيجه . بخشپذير است െ  8بر  1388زيرا . بخشپذير است كه اين گونه نيست 8نيز بر  2ݔ2

  .بخشپذير نيست
  .صحيح است) د(گزينه  -14

  :راه اول
  به راحتي مي توان ديد كه. عددي چهار رقمي با اين خاصيت باشد തതതതതതതܾ݀ܿܽفرض كنيد  

ܾܽܿ݀തതതതതതത െ ܾ݀ܿܽതതതതതതത ൌ 999ܽ ൅ 90ܾ െ 90ܿ െ 999݀ ൌ 9൫111ሺܽ െ ݀ሻ ൅ 10ሺܾ െ ܿሻ൯
ൌ 6174 

ฺ 111ሺܽ െ ݀ሻ ൅ 10ሺܾ െ ܿሻ ൌ 686 
 

  توجه كنيد كه
686 ؠ 111ሺܽ െ ݀ሻ  ሺ݉10 ݀݋ሻ   ฺ 6 ؠ ܽ െ ݀  ሺ݉10 ݀݋ሻ 

ܽپس با توجه به اين كه  ൐ ܽلزوما  ݀ െ ݀ ൌ ܾابر رابطه فوق لزوما و بن 6 െ ܿ ൌ 2 .  
0پس با توجه با اين تساوي ها مي توان گفت كه  ൑ ݀ ൑ ݀و  3 ൏ ܿ ൏ 4 ൅ پس كلا ). چرا؟( ݀

به صورت يكتا با توجه به  ܾو  ܽهمچنين . داريم ܿانتخاب متناظر با آن براي  3و  ݀انتخاب براي  4
  .حالت مي توان اعداد مطلوب را توليد كرد 12در نتيجه به .آن دو مشخص مي گردند

  :راه دوم
  داريم كه 

ܽ ൐ ܾ ൐ ܿ ൐ ݀ 

 و

ܾܽܿ݀തതതതതതത െ ܾ݀ܿܽതതതതതതത ൌ 6174 

ܽاولا چون .حال شروط برقراري رابطه بالا را بررسي مي كنيم ൐ پس در محاسبه رقم يكان حاصل  ݀
10عبارت ده بر يك صورت مي گيرد پس  ൅ ݀ െ ܽ ൌ ܽپس  4 െ ݀ ൌ همين طور در اين مرحله   6

0پس هنوز داريم كه .كه بزرگتز صف نيز هست كم مي شود ܿيكي از رقم  ൑ ܿ െ 1 ൏ پس اينجا نيز  ܾ
 بايد ده بر يك بكنيم و داريم كه



 10 ൅ ሺܿ െ 1ሻ െ ܾ ൌ ܾپس داريم كه  7 െ ܿ ൌ كم مي شود ولي باز  ܾاين مرحله نيز يكي از  در 2
ܾهم داريم كه  െ 1 ൒ ܾپس  ܿ െ 1 െ ܿ ൌ ܾيا  1 െ ܿ ൌ در نهايت هم داريم كه براي محاسبه  2

ܽكنيم كه نتيجه مي شود  ݀را منهاي  ܽرقم چهارم بايد  െ ݀ ൌ ܽپس دو شرط  6 െ ݀ ൌ و  6
ܾ െ ܿ ൌ   .لازم و كافي هستند 2

حالت وجود دارد و با داشتن  4تنها  ݀و  ܽبا توجه به شرط اول به سادگي به دست مي آيد كه براي انتخاب 
3پس در كل .حالت وجود دارد 3تنها  ܿو  ܾبراي انتخاب  ݀و  ܽ ൈ 4 ൌ  തതതതതതതܾ݀ܿܽحالت براي انتخاب   12

  .وجود دارد

  .صحيح است) ه(گزينه -15

همچنين ماكسيمم . درجه دوم آن منفي است پس ماكسيمم دارد يك سهمي است كه ضريب fتوجه كنيد 

آن به ازاي 
22
b

a
bx  2از آن جايي كه اين مقادير سهمي بايد همواره كمتر از يا مساوي . رخ مي دهد =−=

  پس . نابيشتر است 2باشند پس ماكسيمم آن از 

842)
2

()
2

(2)
2

( 2 ≤+⇒≤++−⇒≤ cbcbbbbf  

  :ها برابر است با اكنون مي دانيم كه فاصله ي ريشه 

2284
22

2 =≤+=∆=
−

∆−−
+

−
∆+−

= cbbbS  

842كه براي آن ها  ,cbتوجه كنيد هر دو عدد حقيقي . در نتيجه كافي است مثالي ارائه دهيم =+ cb 
  .صحيح است) ه(پس گزينه . جواب هستند و مثال مورد نظر را مي توانيد بسازيد 

   



  .استصحيح ) ج(گزينه -16

تشكيل شده است در نتيجه يك عدد در اين مبنا  1و  0فقط از  2توجه كنيد از آنجايي كه عدد در مبناي 
. بار صفر استفاده شده است  nو  1بار  mباشد كه در اين عدد  1111...100...000كاهشي است اگر به فرم 

كنيم پس اعدادي را بررسي مي كنيم كه را بررسي مي  1024از آنجايي كه ما فقط اعداد طبيعي كمتر از 
1,10براي آن ها  ≥≤+ mnm . هم كاهشي  4اكنون مي خواهيم ببينيم چه تعدادي از اين اعداد در مبناي

 , 00از راست شروع مي كنيم و به جاي  4به مبناي  2توجه كنيد براي تبديل يك عدد از مبناي . هستند
فرد بود در پايان يك عدد  2اگر تعداد ارقام در مبناي . قرار مي دهيم 3و  0,1,2به ترتيب  11و   10  ,  01

در نتيجه اعداد بالا را به . قرار مي دهيم 1است كه به جاي آن  01است يا معادلا  1باقي مي ماند كه حتما 
  :دو قسمت تقسيم مي كنيم 

هم  4اين اعداد در مبناي توجه كنيد همه ي : زوج است 2اعدادي كه تعداد ارقامشان در مبناي  •
توجه كنيد  2در واقع اگر دوتا دوتا تقسيم كنيد و به فرم اين اعداد در مبناي (كاهشي هستند  

كه به فرم  2رقمي در مبناي  2kفرض كنيد بخواهيم تعداد اعداد طبيعي ) . كاملا مشخص است
  تا 0در اين اعداد مي تواند عددي بين توجه كنيد تعداد صفر ها. هستند را بشماريم 11...100...0

2k-1 2پس دقيقا . باشد و با تعداد صفر ها عدد يكتا معلوم مي شودk در . تا از اين اعداد داريم
 30=10+8+6+4+2: نتيجه تعداد اعداد در اين قسمت دقيقا برابر است با 

بالا توضيح داده شد دقت اگر به مطالبي كه در : فرد است 2اعدادي كه تعداد ارقامشان در مبناي  •
در نتيجه رقم هاي ديگر اين . است 1حتما  4كنيد مي بينيد كه چپ ترين رقم اين اعداد در مبناي 

باشند در واقع  1اما هيچكدام از اين ارقام نمي توانند ). 4در مبناي (باشند  1يا  0عدد همگي بايد 
 11...100...0باشد پس اين عدد به فرم  1 , 1غير از اين چپ ترين  4اگر بخواهد رقمي در مبناي 

است و اين به اين معناست كه اين عدد در مبناي  2ها حداقل  1است كه در آن تعداد  4در مبناي 
تاست  2حداقل  4ها در مبناي  1است كه از آنجايي كه تعداد  1010101...01000...0: به فرم  2

. داريم و اين با فرم اوليه ي اين اعداد متناقض است 101هم حداقل يك عبارت  2پس در مبناي 
هستند فقط اعدادي  11...100...0فرد رقم دارند و به فرم  2در نتيجه در بين اعدادي كه در مبناي 

علاوه بر اين همه ي اين . در نمايششان داشته باشند 1باشند كه دقيقا يك عدد  مي توانند مناسب
است پس دقيقا  10در نتيجه از آنجايي كه تعداد ارقام اين اعداد حداكثر . اعداد هم مناسب هستند

و از هركدام  2رقمي در مبناي 9رقمي و 7 ,رقمي 5 , رقمي  3 ,رقمي  1(تا از اين اعداد داريم  5
 ).يكي دقيقا

  .تا از اين اعداد كاهشي در هر دو مبنا داريم و گزينه ج صحيح است 35=5+30در نتيجه در كل دقيقا 
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,ݔሺ فرض كنيد  ሻݕ ൌ ݔو ) باشد ݕو  ݔم دو عدد .م.ب ݀يعني ( ݀ ൌ ݕو  Ԣݔ݀ ൌ در . Ԣݕ݀

  : نتيجه
ݔ ൅ ݔ2|ݕ ൅ ݕ7 ฺ ݀ሺݔᇱ ൅ ᇱݔᇱሻ|݀ሺ2ݕ ൅ ᇱሻݕ7 ฺ ᇱݔ ൅ ᇱݔᇱ|2ݕ ൅  ᇱݕ7

ฺ ᇱݔ ൅ ᇱݕԢ|5ݕ ฺ ᇱݔ ൅ ᇱ|5ݕ ฺ ᇱݔ ൅ ᇱݕ ൌ 5 
,ᇱݔሺتوجه كنيد كه  ᇱሻݕ ൌ 1  ฺ ሺݕᇱ, ᇱݔ ൅ ᇱሻݕ ൌ در . هر دو طبيعي هستند Ԣݕو  Ԣݔو  1

از طرفي مي توان بررسي كرد كه هر دو عدد طبيعي . نتيجه روابط خط آخر عبارت فوق صحيح هستند
ݔሺيعني (كه داراي شرط فوق باشند  ൅ ݕ ൌ 5ሺݔ, پس كافي . در شرط مسئله صدق مي كنند ሻሻݕ

,ݔሺاست تنها تعداد   4پس . كمتر باشند 101را بشماريم كه در شرط فوق صدق كنند و هر دو از  ሻݕ
  :حالت ممكن است

ᇱݔ - الف ൌ 4 , ᇱݕ ൌ 1 ฺ ᇱݔ݀ ൌ ݔ ൏ 101 ฺ 1 ൑ ݀ ൑ 25  
  .را انتخاب كرد ݀طريق مي توان  25پس به 

ᇱݔ -ب ൌ 3 , ᇱݕ ൌ 2 ฺ ᇱݔ݀ ൌ ݔ ൏ 101 ฺ 1 ൑ ݀ ൑ 33  
  .را انتخاب كرد ݀طريق مي توان  33پس به 

ᇱݔ -ج ൌ 1 , ᇱݕ ൌ 4 ฺ ᇱݕ݀ ൌ ݕ ൏ 101 ฺ 1 ൑ ݀ ൑ 25  
  .را انتخاب كرد ݀طريق مي توان  25پس به 

ᇱݔ -ب ൌ 2 , ᇱݕ ൌ 3 ฺ ᇱݕ݀ ൌ ݕ ൏ 101 ฺ 1 ൑ ݀ ൑ 33  
  .را انتخاب كرد ݀طريق مي توان  33پس به 

25در كل جواب برابر است با   ൅ 33 ൅ 25 ൅ 33 ൌ 116 .  
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 .است ܥܤܣمساحت مثلث  ஺ܵ஻஼منظور از 

 ܳܣ||ܤܯداريم كه با توجه به شرايط مساله 
 ܯܤو  ܳܣبر  PHو همچنين فرض كنيد 

  :داريم كه  .عمود است

ܯܤ ൌ
1
,ܳܣ2

1
ܪ2ܲ ൌ ܬܪ ֜

ܵெ஻஼
஺ܵ௉ொ

ൌ
.ܬܪ ܯܤ
.ܪܲ ܳܣ

ൌ
1
4 ֜ ܵெ஻஼ ൌ

1
4 ஺ܵ௉ொ 



 :همچنين داريم كه

ܵ୅୆େ ൌ
AC
AQ

S୅୕୆ ൌ
AC
AQ

AB
AP

S୅୔୕ ֜ S୅୔୕ ൌ 6S୅୆େ 

  :پس

ܵ୑୆େ ൌ
1
4 S୅୔୕ ൌ

3
2 S୅୆େ 
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݊( ݊تا  1فرض كنيد تعداد حالاتي كه مي توان اعداد   ൒ را در يك جدول مشابه شكل زير ) 4

برابر باشد با ) به طوري كه اعداد در دو سطر و در دو ستون از كوچك به بزرگ چيده شده باشند(چيد
ܾ௡. 

 
 
 
  
  

݉به راحتي بررسي مي توان كرد كه در شكلي مشابه زير به  െ را  ݉تا  1طريق مي توان اعداد  1
  ).به طوري كه اعداد در سطر و ستون به صورت صعودي چيده شده باشند(جاسازي كرد

  
  
  
  
  

انتهاي سطر اول و انتهاي (را در جدول فوق به دو صورت مي توان جاسازي كرد ݊حال به وضوح عدد 
طريق اعداد را جايسازي كرد و در  ௡ି1ܾحال در حالت اول بقيه جدول را مي توان به ). سطر دوم

݊حالت دوم به  െ ௡ܾپس مي توان نتيجه گرفت كه .طريق 2 ൌ ܾ௡ି1 ൅ ݊ െ حال با توجه به .  2
4ܾاين كه  ൌ   :، نتيجه مي گيريم2

ܾ௡ ൌ ܾ4 ൅ 3 ൅ 4 ൅ڮ൅ ሺ݊ െ 2ሻ ൌ 2 ൅ 3 ൅ڮ൅ ሺ݊ െ 2ሻ

ൌ
ሺ݊ െ 1ሻሺ݊ െ 2ሻ

2 െ 1 
10ܾپس  ൌ 35.  
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  .مي نويسيم و اين عمليات را بررسي مي كنيم 2را در مبناي  ݊ابتدا عدد 

به انتهاي آن  1مي كند و يك  0نشان مي دهيم كه عمليات فوق اولين رقم ناصفر عدد در مبناي دو را 
  .اضافه مي كند

است و كوچكترين   ݊عدد  2در نمايش مبناي  1همان ضريب اولين  2௔|nاي كه   2௔چرا كه بزرگترين 
2௕  2كه௕ ൏  :ظاهر مي شود 2در بسط مبناي  ݊همان ضريب رقمي است كه بعد از آخرين يك عدد  ݊

 

  

 

   

42شروع مي كنيم و داريم كه  42بنابراين با اين الگو از    ൌ ሺ101010ሻ2 :  

  

  

  

  

برابر است با  2در مرحله .به بعد هر بار عدد فوق دو برابر مي شود 2همانطوركه مشاهده مي شود از مرحله 
25 ൅ 26 ൅ 27  

2116مرحله بعد به عدد  111يعني  113لذا در مرحله  ൅ 2117 ൅ 7يا  2118 ൈ   .مي رسيم 2116

   

ሺ101010ሻ2  0مرحله 
ሺ1101000ሻ2  1مرحله 
ሺ11100000ሻ2  2مرحله 
ሺ111000000ሻ2  3مرحله 
ሺ1110000000ሻ2  4مرحله 
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فاصله ) يعني يك مرحله با شماره زوج و بعد يك مرحله با شماره فرد(نشان مي دهيم كه در هر دو مرحله 
است يك چهارم مي  ܣنصف فاصله آن از   ܤتا نقطه  ܲكه فاصله  ܤܣروي خط  ܲمورچه تا نقطه 

  :راه نشان مي دهيم 2اين نكته را به .شود

  : راه اول

مطابق شكل مثلث را روي 
  :ور مختصات قرار دهيدمح

  

  

  

,2௞ݔሺاگر مورچه ابتدا در نقطه  ,2௞ା1ݔሺقرار داشته باشد بعد از يك مرحله به نقطه  2௞ሻݕ 2௞ା1ሻݕ ൌ

ሺ௫2ೖି1
2 , ௬2ೖ

2 ሻ  مي رود و سپس به نقطه

ሺ2ݔ௞ା2, 2௞ା2ሻݕ ൌ ቀ௫2ೖశ1ା1
2 , ௬2ೖశ1

2 ቁ ൌ ቆ
ቀೣ2ೖష1

2 ቁା1
2 , ௬2ೖ

2 ቇ ൌ ሺ௫2ೖା1
4 , ௬2ೖ

4 ሻ  پس مي . مي رود

  :توانيم بنويسيم

൬2ݔ௞ା2 െ
1
3 , 2௞ା2൰ݕ ൌ ቆ

1
4 ൬2ݔ௞ െ

1
3൰ ,

1
4 ሺ2ݕ௞ሻቇ 

2݇پس فاصله مورچه در مرحله  ൅ 1از نقطه   2
 2݇برابر يك چهارم فاصله مورچه تا همين نقطه در مرحله  3

  .است

  :راه دوم

1و نسبت  ܣدر مراحل فرد مانند اين است كه تجانسي به مركز 
و  ܤي به مركز و در مراحل فرد تجانس 2

1نسبت 
  .مي زنيم 2

1مي دانيم تركيب اين دو تجانس، تجانسي به نسبت .اين تجانس ها حركات مورچه را مشخص مي كنند
4  

مي دانيم كه مركز تجانس تنها نقطه اي است كه در اثر تجانس .حال كافي است مركز آن را بيابيم.مي شود



پس مانند .ثابت مي ماند لذا مركز تجانس است ܲكه نقطه  مي توانيد به سادگي نشان دهيد.ثابت مي ماند
پس به طريق دوم نيز اثبات .يك چهارم مي شود ܲبالا اثبات شد كه در اين دو مرحله فاصله مورچه تا نقطه 

  .شد

مرحله نيز فاصله آن  20است پس بعد از  ܤܣكمتر از طول  ܲحال داريم كه فاصله مورچه در ابتدا از نقطه 
஺஻كمتر از  ܲاز 

  .نزديك تر خواهد بود ܤܣمي شود و به وضوح به همواره به وسط  420

  .صحيح است) د(گزينه  -22
  :راه حل اول

 .به وضوح فردي كه در ابتدا، در انتهاي صف حضور داشته است، تا ابد در آخر صف باقي خواهد ماند 
صف است، پس از دستور فرمانده طبق تابع زير جايگاهش  ݅توجه كنيد كه فردي كه در حال حاضر نفر 

 :در صف تغيير مي كند

൞
128 ൅ ݅ ൅ 1

2 ݅ فرد                     
݅
2 ݅ زوج                                         

 

. مرتبه دستور فرمانده در ابتداي صف قرار مي گيرد را علي اكبر بناميد 42فردي كه در نهايت پس از  
به همين . بوده است ڮح علي اكبر در مرحله قبل نفر دوم، در مرحله قبل آن نفر چهارم و به وضو

در مرحله قبل . صف بوده است 256دستور فرمانده، نفر  34ترتيب مي توان گفت كه علي اكبر پس از 
255توجه كنيد كه . صف بوده است 255نفر از اين به راحتي مي توان بررسي كرد كه  ൌ

ሺ11111111ሻ2 .253حضور داشت كه  253در مرحله قبل از اين علي اكبر در جايگاه ൌ
ሺ11111101ሻ2 .كه به عقب بازگرديم، دومين يك از سمت  به همين ترتيب اگر ادامه دهيم، هر مرحله

دستور، علي  26پس مي توان نتيجه گرفت كه بعد از  .تبديل به صفرخواهد شد)2در مبناي (راست 
بعد از دستور با تكرار اين روند باز مي توان نتيجه گرفت كه . اشته استاكبر در ابتداي صف حضور د

پس بعد از دستور اول . 256دهم نيز علي اكبر در جايگاه اول قرار داشته و بعد از دستور دوم درجايگاه 
  .صف بوده است 253در نتيجه در اول كار علي اكبر در جايگاه . قرار گرفته است 255درجايگاه 
  :مراه حل دو

  .در ابتداي صف قرار مي گيرد بناميد 42باز هم مانند بالا علي اكبر را همان سربازي كه در مرحله 
  ام باشد به سادگي مي توان نشان داد كه ݅مكان يكي از سربازها مثلا علي اكبر در مرحله  ௜ܽاگر 

ܽ௜ ؠ 2ܽ௜ା1ሺ257 به پيمانهሻ 



1ܽمرحله داريم كه  42پس بعد از  ؠ 242ܽ42ሺ257 به پيمانهሻ   42ܽداريم چون براي علي اكبر ൌ 1 
  :پس داريم كه 

ܽ1 ؠ 242 ؠ 2565 ൈ 4 ؠ ሺെ1ሻ5 ൈ 4 ؠ 253ሺ257 به پيمانهሻ 
  .بوده است 253پس علي اكبر ابتدا در مكان 
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0چندجمله اي مورد نظر به فرم 
4

4
5

5 ... axaxa . هستند 6تا  1است كه ضرايب جايگشتي از اعداد  +++
12اكنون مي خواهيم اين چندجمله اي بر  ++ xx توجه كنيد كه . بخش پذير باشد:

)1)(1(1 23 −++=− xxxx   . 12در نتيجه اگر چندجمله اي فوق بر ++ xx  بخش پذير باشد پس
)()()(چندجمله اي  0314

2
25 aaxaaxaa 12هم بر  +++++ ++ xx اگر به جاي . بخش پذير است

12عبارت حاصل باقي مانده ي آن را بر  ++ xx اين باقي . قرار دهيم آنگاه اين باقي مانده بايد صفر باشد
)()(: مانده برابر است با  25032514 aaaaxaaaa انده يعني صفر شدن اين باقي م. +−−++−−

  : اينكه

Saaaaaa =+=+=+ 524130  

  :هستند پس  6تا  1علاوه بر آن اين اعداد جايگشتي از اعداد 

216...21... 610 =+++=+++ aaa  

را به  0aابتدا . تايي ها بدين نحو عمل مي كنيم 6حال براي شمردن تعداد اين . باشد S=7در نتيجه بايد 
03مقدار  0aاز روي . حالت انتخاب مي كنيم 6دلخواه به  7 aa بعد از آن . به طور يكتا به دست مي آيد =−

به طور يكتا معلوم مي شود و  4aرا به دلخواه تعيين مي كنيم پس مشابه بالا  1aعدد باقي مانده  4از بين 
. به طور يكتا تعيين مي شود 5aرا انتخاب مي كنيم و  2aحالت  2عدد باقي مانده به  2در پايان از ميان 

48642: پس جواب مسئله برابر است با    .و مسئله حل است ××=
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  :توجه كنيد كه 

)1()11)(1()1(1
2

2
3

3

a
ak

a
a

a
a

a
ak

a
a −≥++−⇒−≥−  

01اما 
>−

a
a  پس با ساده كردن آن از طرفين معلوم مي شود كه بايد بزرگترينk  حقيقي را بيابيم كه

11مثبت با شرط  aبراي هر 
≥−

a
a  داشته باشيم:  

k
a

ak
a

a ≥+−⇒≥++ 3)1(11 2
2

2  

11به نحوي باشد كه  aاكنون دقت كنيد كه اگر عدد مثبت 
=−

a
a )

2
51+

=a ( در اين صورت در رابطه

است تنها كافي است نشان  k ,4براي اينكه نشان دهيم ماكزيمم .  k≥4بالا به دست مي آوريم كه

11با شرط   aدهيم كه براي هر 
≥−

a
a  1(43داريم( 2 ≥+−

a
a هم  4پس براي . كه اين هم بديهي است

 درنتيجه گزينه . اثبات ارائه كرديم و هم مثالي ارائه كرديم كه نشان دهيم از اين عدد بزرگتر نمي توان يافت

kنكته اي كه بايد به آن توجه كنيد اين است كه هنگامي كه به رابطه : توجه  •
a

a ≥++ 11
2

مي  2

311هندسي بهره ببريد به اين نتيجه مي رسيد كه - رسيد اگر از نامساوي حسابي
2

2 ≥++
a

a  پس

وجود  3ت جواب البته اين كه در تس. باشد 3همان  kاحتمالا حدس مي زنيد كه شايد بهترين 
 3اما اگر در گزينه ها عدد . ندارد به شما كمك مي كند تا احساس كنيد در قسمتي اشتباه كرده ايد

11وجود داشت توجه به اين نكته كه شما از فرض 
≥−

a
a  هيچ استفاده اي نكرده ايد مي توانست

 .راهنماي شما براي پيدا كردن خطا باشد
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پس در كل به اندازه .حركت كرده است 25πو توپ   40πمحيط دايره عظيمه توپ برابر است با 

25஠
40஠ ൌ

5
لذا با توجه به اينكه نقطه علامت خورده خود يك دايره .چرخيده است �225دور يا  8

 عظيمه را مي پيمايد ارتفاع نقطه علامت خورده پس از حركت به سمت شرق برابر
20 ൅ 20 ሻ�ሺ225ݏ݋ܿ ൌ 20 െ از اينجا به بعد در حركت به سمت شمال هم .مي شود  2√10

مي چرخد ولي نقطه علامت خورده روي دايره اي  ثابت حركت مي كند كه  �225توپ مقدار 
20شعاع آن برابر  െ ൫20 െ 10√2൯ ൌ است و در ابتدا نقطه مورد نظر در پايين دايره  2√10

20گر نقطه به ارتفاع دي �225با چرخش به مقدار . قرار دارد െ 10√2cos ሺ225�ሻ  30يا 
  .در اشكال زير نماي جانبي كره را در هر يك از اين حركات مي بينيد.سانتي متر مي رسد
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وي كاشي بر ر بايد مجموع اعداد با توجه به اين كه. قرار گرفته است در شكل زير دو كاشي روي جدول

مي توان گفت كه اعداد  به كمك اين استدلال). چرا؟(بايد برابر باشند 4ܣو  3ܣبخشپذير باشد، لزوما  6
  . است، برابر است 2آن ها  دو خانه اي كه فاصله عمودي يا افقي نوشته شده در

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

شماره گذاري  1388تا  1اگر سطر ها و ستون ها را از چپ به راست و از بالا به پايين از  به عبارتي
به همين . فرض كنيدܣ  و ستون فرد با هم برابر هستند و اين مقدار را كنيم، خانه هاي با سطر فرد

و تمام خانه هاي  ܤبرابر  )زوج، فرد(، تمام خانه هاي ܥبرابر ) فرد،زوج( ترتيب كليه خانه هاي
  همچنين با كاشي گذاري ها، مي توان ثابت كرد كه . هستند ܦبرابر ) زوج،زوج(

ܤ2 ؠ 6ሻ ݀݋ሺ݉   ܥ2 ֜ ܤ ؠ     3ሻ ݀݋ሺ݉  ܥ
ܣ2 ؠ 6ሻ ݀݋ሺ݉   ܦ2 ֜ ܣ ؠ    3ሻ ݀݋ሺ݉  ܦ

ܤ2|6 ൅ ܣ ൅ ܦ ฺ ܣ|2 ൅ ܦ ฺ ܣ ؠ  2ሻ ݀݋ሺ݉  ܦ
ܦ2|6 ൅ ܤ ൅ ܥ ฺ ܤ|2 ൅ ܥ ฺ ܤ ؠ  2ሻ ݀݋ሺ݉  ܥ

 
ܤاز روابط فوق مي توان نتيجه گرفت كه  ൌ ܣو  ܥ ൌ   در نتيجه كافي است كه . ܦ

6|2ሺܣ ൅ ሻܤ ฺ ܣ|3 ൅  ܤ
 

 ٢ܥ

١ܣ  ١ܤ  ٢ܣ

١ܥ  ١ܦ

٣ܣ  ٣ܤ  ٤ܣ

٢ܤ

٢ܦ

٤ܤ

٣ܥ ٣ܦ ٤ܥ٤ܦ



 پس جواب. حالت انتخاب مي شود 2متناظر با آن در  ܤحالت انتخاب شود و  6مي تواند به  ܣحال 
6 ൈ 2 ൌ   .است 12

  .صحيح است) ج(گزينه -27

nnفرض كنيد  BA عبارتي باشد  nCاستفاده شده باشد و  4تا  nو  2تا  nعباراتي باشند كه از در آنها از  ,
  :استفاده شده باشد  2تا  n4كه در آن از 

4...242=nA                  
2...424=nB                

2...222=nC  

nnnاكنون هدف ما نشان دادن نامساوي  BAC اگر اين . است 1بزرگتر از  nبراي هر عدد طبيعي  <<
اين حكم را به روش استقرايي نشان . جواب به دست مي آيد n=500نامساوي را نشان دهيم از قرار دادن 

 nاگر نامساوي براي . چك كرد n=2به راحتي مي توان اين نامساوي را براي حالت پايه يعني . مي دهيم
  :مي توان نوشت  n+1درست باشد براي 

nAnA

nA
224

1 22 ==+        
122

1 24
+

==+
nBnB

nB       
nC

nC
222

1 2=+  

122اكنون اگر دقت كنيد  +≥> nnn BBA  در نتيجه
12 22 22
+

>
nBnA

11: يا معادلا   ++ > nn BA  .

11اكنون مي خواهيم  , ++ nn AC ثابت مي كنيم كه . را با هم مقايسه كنيم :  nAnC

222 و از آن حكم <

uعددي طبيعي باشد  uتوجه كنيد كه اگر . را نتيجه مي گيريم
u

222 >   :در نتيجه . صحيح است  

nAnC
Cn

nn AC
222 222 22222 >⇒>>  

11: كه از آن نتيجه مي شود  ++ > nn AC .  

  :داريم  n=500پس براي . در نتيجه چيزي كه مي خواستيم ثابت كنيم باستقرا ثابت شد

BAC   .صحيح است) ج(و در نتيجه گزينه  <<
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را اضافه مي   6و شعاع ܣدايره به مركز 
و  ܤواضح است كه ) مطابق شكل. (كنيم
نشان مي .روي اين دايره قرار دارند ܦ

. هم روي اين دايره قرار دارد ܥدهيم كه 
برابر  ܦܧܤداريم كه كمان 

360� െ 110� ൌ است و زاويه  �250
�125هم برابر   ܦܥܤ ൌ 250�

لذا .است 2
است و  ܦܥܤكمان درخور زاويه  ܦܧܤ

ܥܣپس .روي دايره قرار دارد ܥ ൌ 6 .  

  
  .استصحيح ) ب(گزينه  -29

  .در هر حركت ما قطعه جورچين را در يكي از سه ناحيه چپ، وسط و راست قرار مي دهيم 
  
  
  
  

مرحله ممكن است قطعات  3در . در اول تعداد روش هاي چيدن قطعات در ناحيه وسط را مي شماريم
مثلا در مرحله اول ما مي توانيم يك قطعه مجاور (را از سمت چپ پيشروي دهيم يا از سمت راست
. فتقطعه آخر هم به صورت يكتا قرار خواهد گر). خانه قرمز قرار دهيم يا يك قطعه مجاور خانه آبي

در اين . حال نوبت به چيدن قطعات ناحيه چپ است. خانه وسط را پر نمود 4طريق مي توان  8پس به 
در نتيجه براي . پر مي شود 1زودتر از قطعه خانه  2جا دو قطعه بايد قرار بگيرند كه لزوما قطعه خانه 

حركت  4حركت بين تركيب كردن چيدمان ناحيه چپ و وسط كافي است تعداد راه هاي قرار دادن دو 
جايگاه ممكن براي قرار  5اين هم بدين ترتيب است كه ما مي توانيم يكي از . خانه هاي وسط را شمارد

 15دادن اين حركات را به هر دو اختصاص دهيم يا دو محل مختلف اختصاص دهيم كه در كل به 
حركات ناحيه راست را حال . طريق مي توان حركات ناحيه چپ را بين حركات ناحيه وسط انجام داد

با استدلالي مشابه دو حركت ناحيه راست . حركت نواحي چپ و وسط انجام دهيم 6مي خواهيم در بين 

 



൫7(طريق مي توان دو حركت را جاسازي كرد 28را به 
2൯ ൅ 8پس در كل به ). 7 ൈ 15 ൈ 28 ൌ

  .طريق مي توان جورچين را چيد 3360
يعني ما حركات لازم براي انجام . ت استفاده شده بودتوجه كنيد كه در اين سوال از تكنيك ادغام حركا

به همين منظور مسئله را به سه حالت تقسيم . كارهاي مختلف را به طور مناسبي در هم مي آميزيم
  . آميختيمكرده و سپس آن ها را در هم 
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دقت كنيد كه اگر شرط هم صفحه بودن وجود نداشت مي توانستيم بي نهايت دايره را با الگوي شكل زير  
  :روي يك صفحه قرار دهيم

  

  

  

به وضوح هر سه شرط مساله . حال مناسب است با همان الگوي بالا بي نهايت دايره را روي يك كره بچينيم
  را بر آورده 

  .كرده ايم

  

  


