
..

۱

.

www.mathysc.com رياضی المپياد ملی کميته�ی وب�گاه

..
.

۱۳۸۷ خلاقيت آزمون راه�حل

قيصر! دست�گيری .۱ شماره سؤال
زير يکی دقيقـاً اگر می�ناميم «هم�طول» را جدول از نقطه دو کرد. دست�گير را قيصر می�توان مأمور دو با حالت اين در الف.
می�رود، پايين از اول سطر به مأمورين از يکی قيصر دست�گيری برای باشند). برابر هم با آن�ها اول (مؤلفه�ی باشد ديگری
طوری اول سطر در همواره سپس شود. طول هم او با تا می�کند حرکت قيصر سمت به افقی راستای در قدر آن سپس
هم�طول قيصر با (ابتدا می�دهد مشابهی عمل و می�رود دوم سطر به دوم مأمور بماند. هم�طول او با که می�کند حرکت
حال برود. پايين�تر دوم سطر از نمی�تواند قيصر ديگر ترتيب اين به می�کند). تقـليد را او افقی حرکت�های سپس و می�شود
طور اين اگر می�شود. دست�گير نهايت در پايين سمت به دوم مأمور حرکت با وضوح به باشد دوم و اول سطر بين قيصر اگر
برود پايين�تر سوم سطر از نمی�تواند قيصر حالت اين در می�کند. تکرار را کار همان و می�رود سوم سطر به اول مأمور نباشد،
تا می�روند بالا سطر يک سطر، يک مأموران ترتيب همين به حال شد. خواهد دست�گير باشد سوم و دوم سطر بين اگر و

کنند. دست�گير را او و کرده زندانی سطرها از تا دو بين در را قيصر نهايت در
برسد. او از واحد ۱

۲ فـاصله�ی به مأمور تا کند صبر می�تواند قيصر مثال برای کرد. دست�گير را قيصر نمی�توان مأمور يک با ولی
۱
۲ فـاصله�ی اين همواره و می�شود دور مأمور از جهت�ها از يکی در قيصر ندارد، وجود بن�بست شهر در چون لحظه اين در
تا نمی�کند حرکت و می�ايستد قيصر شد، بيش�تر ۱

۲ از فـاصله زمانی اگر است). برابر مأمور با قيصر (سرعت می�کند حفظ را
شود. نزديک او به دوباره مأمور

دست�گيری برای مأمور n− ۱ ولی کرد دست�گير را قيصر می�توان مأمور n+ ۱ حداقـل با که می�دهيم نشان قسمت در ب.
است. n+ ۱ يا n عدد دو از يکی لازم مأمورهای تعداد حداقـل پس نيست. کافی او

تقـاطع�های در رفته اول سطر به مأموران از nتا که شکل اين به کرد. دست�گير را قيصر می�توان مأمور n+ ۱ با حالت اين در
حتماً باشد، اول سطر در قيصر اگر ترتيب اين به می�کند. طی آخر تا اول را سطر اين +nام ۱ مأمور می�گيرند. قرار سطر اين
کار همان nام + ۱ مأمور و می�کنند حرکت بالا سمت به واحد يک هم با همگی مأمور n اين سپس می�شود. دست�گير
را قيصر بالاخره و می�روند بالا سطرها در تدريج به مأموران ترتيب همين به می�دهد. انجام دوم سطر مورد در بار اين را

کرد. خواهند دست�گير
«خطرناک» قيصر) (برای را ستون يا سطر يک اين دادن نشان برای کرد. دست�گير را او نمی�توان لزوماً مأمور n− ۱ با ولی
می�ناميم، «امن» و برساند آن�جا به را خود زمانی واحد ۱

۴ عرض در حداکثر بتواند که باشد داشته وجود مأموری اگر می�ناميم،
توجه با که کنيد دقت باشند. امن دو هر آن شامل ستون و سطر اگر می�ناميم، امن هم را تقـاطع يک نباشد. خطرناک اگر
هميشه می�تواند قيصر می�کنيم اثبات دارد. وجود امن تقـاطعی نتيجه در و امن ستونی و سطر هميشه مأمورها تعداد به
در باشد. A مثل امن تقـاطعی در ابتدا قيصر کنيد فرض باشد. امن تقـاطع�های در کوتاهی) بسيار زمان�های جز (به
A ستون و سطر که اين به توجه به دارد. وجود شهر در S مثل ديگری امن تقـاطع بشود، خطرناک A اگر لحظه هر
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خالی ستون�های و سطر طريق از و مأمورين با برخورد بدون و نامحدودش سرعت با بلافـاصله قيصر هستند، خالی S و
اين به می�کند. تکرار را بالا روش باز و شود خطرناک آن�جا که می�ماند S در قدر آن قيصر برساند. S به را خود می�تواند
کرد. دست�گير را او نمی�توان بنابراين و می�برد سر به امن تقـاطع�های در کوتاهی) بسيار زمان�های جز (به هميشه قيصر ترتيب

صورت اين در است. روشن او هم�راه تلفن ولی است نامحدود قيصر سرعت که شد متصور ديگر حالت يک توضيح.می�توان
قسمت در ارائه�شده الگوريتم از +nام ۱ مأمور حذف با ولی نيست کافی مأمور n− ۱ که می�شود ثابت (ب) قسمت مشابه

هستند. کافی مأمور n که می�شود ديده دقت کمی و (ب)
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مثلثانه! درگيری .۲ شماره سؤال
نباشند. هم�خط نقطه�ای سه هيچ لحظه هر در که طوری می�دهيم، حرکت پيوسته صورت به را A مانند نقطه�ها از يکی
باشد داشته وجود زمانی اگر می�شود رد BC از AD يال حرکت، طول در می�گوييم باشند، ديگر نقطه�ی سه D و C ،B اگر

باشد. گرفته قرار BCD صفحه�ی مختلف طرف دو در A آن از بعد و قبل و باشند متقـاطع يال دو اين که
تعداد آن�گاه شود، رد ديگر يال از يالی بار يک فقط که طوری دهيم، حرکت پيوسته) صورت (به را نقطه�ها از يکی اگر لم.

می�کند. تغيير زوجی تعداد به مثلث�ها از (درگير) هم��گيرکرده در جفت�های

از يک هيچ اگر بگيريد. نظر در را مجزا مثلث دو شود. رد CD از AB يال کنيد فرض مسئله کليت از کم�شدن بدون اثبات.
کنيد فرض پس نمی�کند. تغيير هم به نسبت آن�ها درگيربودن وضعيت نباشد، (CD مشابه طور (به AB يال شامل آن�ها
می�شود ديده دقت کمی با باشند، ديگر نقطه�ی دو E و F اگر باشد. CD شامل ديگری و AB شامل مثلث دو اين از يکی

می�گردد. ثابت حکم و می�کند تغيير هم به نسبت {ABF,CDE} و {ABE,CDF} جفت دو وضعيت

حرکت با صورت اين در باشد. فرد درگير جفت�های تعداد که دهيم ارائه را نقطه�ها از خاص وضعيت يک است کافی حال
برای تعداد اين شد، گفته آن�چه طبق لذا و کرد تبديل ديگری وضعيت هر به را وضعيت اين می�توان نقطه�های پيوسته�ی

می�شود. ثابت حکم و است ناصفر نتيجه در و فرد نيز ديگری وضعيت هر
دو و آن، درون و مثلث اين با هم�صفحه C نقطه�ی و ABD مثلث يعنی بگيريد. نظر در را مسئله صورت شکل همان
مثلث درون آن عمود پای و باشد عمود صفحه آن بر EF که A,B,C,D از گذرا صفحه�ی طرف دو در F و E نقطه�ی
هستند، DEF و ABC يعنی رسم�شده مثلث دو همان درهم�تنيده جفت تنها که ديد می�توان حالت اين در باشد. ABC

است! فرد عددی ۱ و
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چندجمله�ای�ها .۳ شماره سؤال
h(x) ضرايب ديد می�توان راحتی به صورت اين در .h(x) = (x − ۱)(x۲ − ۱)(x۴ − ۱) · · · (x۲n − ۱) کنيد فرض الف.

که h(x) = f(x)g(x) نوشت می�توان ديگر طرف از هستند. {۰, ۱,−۱} عضو همگی

g(x) = (x− ۱)n, f(x) = (x+ ۱)(x۲ + x+ ۱) · · · (x۲n−۱ + x۲n−۲ + · · ·+ ۱)

بزرگ� دل�خواه به می�توانند که است n(n−۱)
۲ دقيقـاً g(x) در xn−۲ ضريب و n− ۱ دقيقـاً f(x) در x ضرب کنيد دقت حال

باشند.

است. خير جواب ب.
x۲− ۳x+ ۱ بر f(x) = anx

n+an−۱xn−۱+ · · ·+a۰ و باشد x۲− ۳x+ بزرگ۱ ريشه�ی α > ۲ کنيد فرض اول. راه�حل
پس: ،f(α) = ۰ چون صورت اين در .an = ۱ که کرد فرض می�توان هستند. {۰, ۱,−۱} در همه aiها که باشد بخش�پذير

αn =
∣∣∣ n−۱∑
i=۰

aiα
i
∣∣∣ ≤ n−۱∑

i=۰
|aiα|i ≤

n−۱∑
i=۰

|α|i =
n−۱∑
i=۰

αi =
αn − ۱
α− ۱ < αn − ۱

است. غيرممکن که
ضرايب که باشد ممکن درجه�ی کم�ترين با چندجمله�ای g(x) = bmxm + · · · + b۱x + b۰ کنيد فرض دوم راه�حل
گرفتن نظر در با .b۰ = ۱ کرد فرض می�توان صورت اين در باشند. {۰, ۱,−۱} همگی ،f(x) = g(x)(x۲ − ۳x + ۱)
و هستند صعودی اکيداً biها دنباله�ی که می�کنيم ادعا .b۱ ≥ ۲ پس .b۱ − ۳b۰ ∈ {−۱, ۰, ۱} داريم ،f(x) در x ضريب
رابطه�ی به توجه و استقرا با ادعا اثبات است. تناقص که است دو حداقـل f(x) در xm+۲ ضريب نتيجه در .bn ≥ ۲ لذا

زيرا: است، روشن bk+۱ − ۳bk + bk−۱ ≥ −۱
۰ < bk−۱ + ۱ ≤ bk ⇒ bk+۱ ≥ ۳bk − bk−۱ − ۱ ≥ ۲bk > bk > ۰

شد.) ثابت بالا در که بود k = ۱ حالت برای استقرا (پايه�ی
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جبری شکل�های .۴ شماره سؤال
y = ax+ b اگر شود. صفر مربع نقـاط روی که باشد چندجمله�ای يک P (x, y) که کنيد فرض زيرا است. خير جواب الف.
x مقدار بی�نهايت ازای به که است x حسب بر چندجمله�ای يک P (x, ax+ b) آن�گاه باشد، مربع اضلاع از يکی معادله�ی
در بايد y = ax + b خط نقطه�های کل يعنی اين باشد. صفر با متحد بايد P (x, ax + b) نتيجه در می�شود. صفر برابر

باشد. مربع اضلاع تنها نمی�تواند چندجمله�ای اين صفرهای پس باشند، P صفرهای

صفرهای نيم�دايره، نقطه�های که باشد چندجمله�ای يک P (x, y) کنيد فرض زيرا است. خير جواب هم قسمت اين در ب.
اين روی نقطه�های همه�ی می�توان است. r برابر آن شعاع و است مبدأ روی نيم�دايره مرکز که کرد فرض می�توان باشند. آن
P
(
r ۱−t۲

۱+t۲ , r
۲t

۱+t۲

)
عبارت پس داد. نمايش t حقيقی اعداد برای

(
r ۱−t۲

۱+t۲ , r
۲t

۱+t۲

)
صورت به را (r, ۰) نقطه�ی از غير دايره

اين است. شده صفر مساوی نيم�دايره) نقطه�های با متناظر t(مقـادير مقدار بی�نهايت برای که است t حسب بر عبارتی
برای بايد A(t) بنابراين هستند. t حسب بر چندجمله�ای�هايی B(t) و A(t) که است نمايش قـابل A(t)

B(t) شکل به عبارت
نتيجه در .P

(
r ۱−t۲

۱+t۲ , r
۲t

۱+t۲

)
= ۰ ،t هر برای يعنی اين است. صفر با متحد A(t) پس شود. صفر برابر t مقدار بی�نهايت

است. تناقض که باشند P (x, y) صفرهای در بايد دايره نقطه�های تمام
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امن» «جاده�ی بازی .۵ شماره سؤال
صفحه در نقطه�هايی مجموعه�ی ،P به مربوط ناحيه�ی از منظور بگيريد. نظر در را P مانند شده داده قرار نقطه�های از يکی
ناحيه�های که می�شود ديده سادگی به نيست. بيش�تر ديگر نقطه�های تا آن�ها فـاصله�ی از P تا آن�ها فـاصله�ی که است
به مربوط ناحيه�ی در که صفحه از نقطه�ای به دارند. اشتراک PP ′ عمودمنصف روی حداکثر P ′ و P نقطه�ی دو به مربوط
يک صورت اين در می�گوييم. «قرمزگون» نقطه�ی نباشد، آبی نقطه�ی هيچ به مربوط ناحيه�ی در و باشد قرمز نقطه�ی يک
مشابه صورت به هم «آبی�گون» نقطه�ی باشند. قرمزگون مسير نقطه�های همه�ی که است R′ به R از مسيری قرمز، مسير

می�شود. تعريف
مجموعه اين گفتيم، که آن�چه طبق باشند. ناحيه دو حداقـل به متعلق که بگيريد نظر در را نقطه�هايی تمام مجموعه�ی
می�دهند. گراف يک تشکيل می�آيد ادامه در که شکلی به که است شده تشکيل نيم�خط و پاره�خط تعدادی اجتماعی از
سر که بگيريد نظر در هم را بی�نهايت نام به نقطه�ای هستند. ناحيه سه حداقـل عضو که بگيريد نقطه�هايی را گراف رئوس
درجه�ی که می�کنيم ادعا بگيريد. نقطه�ها اين بين نيم�خط�های و پاره�خط�ها را گراف يال�های باشد. نيم�خط�ها همه�ی دوم

است. ۳ نقطه�ها بقيه�ی درجه�ی و ۴ بی�نهايت نقطه�ی
حال است. ناحيه چهار حداقـل به متعلق نقطه اين آن�گاه نباشد، ۳ برابر P مانند بی�نهايت از غير نقطه�ای درجه�ی اگر
می�توانند فقط نقطه�ها اين پس دارند. يک�سانی فـاصله�ی P از همه چون هستند هم�دايره ناحيه�ها اين با متناظر نقطه�های
قرار چهارضلعی در هم ديگری نقطه�ی چون اما باشد. آن محيطی دايره�ی مرکز هم P و باشد RBR′B′ چهارضلعی رئوس

است. تناقض اين و می�شود چهارضلعی رأس�های تا P فـاصله�ی از کم�تر نقطه آن تا P فـاصله�ی است، شده داده
با بگيريد. نظر در را می�گذرند شده داده قرار نقطه�های از تا سه دست�کم از که دوايری تمام بی�نهايت نقطه�ی بررسی برای
است، دواير اين خارج که نقطه�ای هر ديد می�توان هستند، چهارضلعی داخل شده داده قرار نقـاط بقيه�ی که اين به توجه
از غير نقطه�ای که P به مربوط ناحيه�ی Xدر نقطه�ایمثل اگر چرا ′Bباشد. ′Rيا ،B ،R به مربوط نواحی عضو فقطمی�تواند
ناحيه�ی چهار از يکی Xدرون نيم�خط، کمکچهار رأسبه چهار به P کردن وصل با باشد، واقع است رأسچهارضلعی چهار
∠XBP < angleXPB ،XP < XB چون صورت اين در می�گيرد. قرار PB و PRنيم�خط بين ناحيه�ی مثلاً شده ايجاد
نقطه�ی يعنی اين و ∠XBP + ∠XCP < ∠BPC < ۱۸۰◦ رابطه دو اين کردن جمع با .∠XCP < ∠XPC مشابهاً و
،R′B′ ،B′R عمودمنصف�های از قسمتی گراف، نيم�خط�های تنها پس است. داشته قرار PBC محيطی دايره�ی درون X

است. ۴ برابر بی�نهايت نقطه�ی درجه�ی پس هستند. RB و BR′

باشد. اين�چنين کنيد فرض باشند. موجود �هم�زمان نمی�توانند قرمز مسير يک و آبی مسير يک که می�کنيم ثابت ابتدا الف.
است آبی�گون هم و قرمزگون هم آن�ها تقـاطع نقطه�ی صورت اين در می�کنند. قطع را يک�ديگر مسير دو که می�کنيم ادعا

ندارد. امکان که
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عمود BB′ بر نيم�خط يک (R′ از مشابه طور به (و R از ادعا، اثبات برای
پس هستند. قرمزگون نيم�خط دو اين نقـاط نکند. قطع را BB′ که کنيد
مسير اگر بنابراين کرد. نخواهد قطع را نيم�خط دو اين يادشده، آبی مسير
دست به قرمز مسيری کنيم اضافه نيم�خط دو اين به را R′ و R بين قرمز
در B′ و B نقطه�های که می�کند تقسيم قسمت دو به را صفحه که می�آيد
و کند قطع را منحنی اين است ناچار آبی مسير پس هستند. آن طرف دو

می�رسيم. تناقض به

روی را آن و بگيريد نظر در B و R به مربوط نواحی اشتراک در نقطه�ای دارد. وجود قرمز يا آبی مسير می�کنيم ثابت حال
قرمزگون که است R به مربوط ناحيه�ی نيم�خط، اين يکسمت برسيد. گراف رأسيک به تا دهيد حرکت RB عمودمنصف
عضو است، سه درجه�ی رأس اين که اين به توجه با است. آبی�گون که است B به مربوط ناحيه�ی آن ديگر سمت و است
باز که کنيد حرکت يالی روی از باشد، آبی�گون يا و قرمزگون سوم، ناحيه�ی که اين حسب بر حال است. ناحيه سه دقيقـاً
ادامه�ی با دهيد. ادامه را کار اين بود، پاره�خط يک جديد يال اگر حال باشند. متفـاوت رنگ دو از مسير سمت دو هم
ادعا است. قرمزگون مسير ديگر طرف و آبی�گون مسير طرف يک که طوری می�شود مشخص يک�تا طور به مسير کار اين
را می�رسد تکراری نقطه�ی يک به متحرک که جايی اولين صورت، اين غير در نمی�کند. قطع را خودش مسير اين می�کنيم
يال دو از P نقطه�ی به بار دو مسير و دارد ۳ درجه�ی و است گراف رأس يک حتماً نقطه اين .(P (نقطه�ی بگيريد نظر در
مسير طرف يک نيست ممکن که می�بينيم کنيم، توجه يال دو اين بين ناحيه�ی رنگ به اگر پس است. شده وارد مختلف

است. تناقض اين و باشد قرمزگون همواره ديگر طرف و آبی�گون همواره
در زيرا باشد. R′B′ عمودمنصف از قسمتی نمی�تواند نيم�خط اين می�شود. ختم نيم�خط يک به انتها در مسير اين نتيجه در
عمودمنصف روی انتها در پسمسير بود. خواهد متفـاوت RB در آن طرف رنگدو با نيم�خط اين طرف رنگدو صورت اين
يک با را مسير ابتدايی نقطه�ی صورت اين در گيرد. قرار RB′ منصف عمود روی کنيد فرض می�گيرد. قرار RB′ يا BR′

دست به B′ به B از مسير يک حال کنيد. وصل B′ به پاره�خط يک با را انتهايی نيم�خط روی نقطه�ای و B به پاره�خط
يک و شود آبی�گون آن نقطه�های تمام تا داد تغيير کمی را مسير اين می�توان پس است. آبی�گون آن طرف يک که می�آيد

می�شود. ثابت حکم و می�آيد وجود به قرمز مسير يک مشابه طور به ديگر حالت در می�آيد. دست به آبی مسير

پاره�خط روی دل�خواه نقطه�ای او گذاشت، P مثل نقطه�ای اول نفر گاه هر که کند عمل صورت اين به می�تواند دوم نفر ب.
کنيم ثابت است کافی (الف) قسمت طبق کار اين برای شود. برنده می�تواند روش اين با می�کنيم ادعا دهد. قرار PR

از شروع با پس است. R′ انتهايش و R ابتدايش مسير اين بگيريد. نظر در قرمز مسير يک نمی�شود. ايجاد قرمز مسيری
و می�افتد اتفـاق اين که بگيريد نظر در را جايی اولين می�شويم. خارج R به مربوط ناحيه�ی از مسير، اين روی حرکت و R
RP عمودمنصف روی متحرک لحظه، اين در می�شود. وارد است) قرمز (که P مثل ديگری نقطه�ی ناحيه�ی به متحرک
اين تا RP عمودمنصف از نقطه هر فـاصله�ی حال دارد. وجود RP پاره�خط روی آبی نقطه�ی يک ،P ̸= R′ اگر اما است.

باشد. R ناحيه�ی در نمی�تواند متحرک پس است. R تا آن فـاصله�ی از کم�تر نقطه،
فـاصله�ی دارد، قرار B که باشد RR′ خط از سمتی در اگر است. RR′ عمودمنصف روی متحرک ،P = R′ که حالتی در
RR′ وسط هم اگر است. کم�تر B′ تا فـاصله�اش باشد، ديگر سمت در اگر و است R تا آن فـاصله�ی از کم�تر B تا متحرک
آن فـاصله�ی� از کم�تر ديگر نقطه�ی تا متحرک فـاصله�ی است، شده داده قرار هم ديگری نقطه�ی که اين به توجه با باشد،

است. تناقض که نيست R به مربوط ناحيه�ی در لحظه اين در متحرک حال هر در است. R تا
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می�کنيم. اثبات و بيان را زير تعميم دو ج.

مشابه می�کنيم. عمل قبلی روش به می�شود. برنده دوم نفر ،∠R + ∠R′ ≤ ۱۸۰◦ اگر که می�کنيم ادعا اول. تعميم •
پس تناقضمی�رسيم. به گردد وارد R′ از غير ناحيه�ای به و شود خارج Rناحيه�ی از قرمز مسير يک اگر قبل، قسمت
RBR′ محيطی داير�ه�ی دارد. قرار RR′ بالای B کنيد فرض ندارند. اشتراکی R′ و R نواحی کنيم ثابت است کافی
در RR′ ناحيه�های اشتراک در T مثل نقطه�ای است. RR′ زير و C داخل B′ حال بناميد. O را آن مرکز و C را
از کم�تر B تا فـاصله�اش باشد، O بالای است) RR′ منصف عمود روی (که T اگر .T ̸= O قبل مشابه بگيريد. نظر

می�رسيم. تناقض به قبل مشابه و است R از کم�تر B′ تا فـاصله�اش باشد، O پايين اگر و است R

از بعد می�کنيم ادعا حالت اين در شود. برنده می�تواند دوم نفر هم باشد، ∠R + ∠R′ ≤ ۲۷۰◦ اگر دوم. تعميم •
نداشته اشتراک هم با R′ و R نواحی که دهد قرار گونه�ای به را B۱ می�تواند دوم نفر اول، نفر توسط R۱ گذاشتن
R نواحی اگر مثال برای صورت اين در باشند. نداشته اشتراک هم R۱ و R′ يا و R۱ و R نواحی هم�چنين و باشند
هيچ ناحيه�ی با R ناحيه�ی حال می�کنيم. عمل قبل روش مشابه بعد به دوم مرحله�ی از نداشتند، اشتراک R۱ و
ناحيه�ی مرحله�ای در اگر که کنيد (توجه است. شده برنده دوم نفر و ندارد اشتراک ديگر رنگ قرمز نقطه�های از يک

داشت). نخواهند اشتراک هم با هم بعد به آن از باشند، نداشته اشتراک هم با Q و P مثل نقطه دو به مربوط
تنها و اگر دارند اشتراک هم با Q و P نقطه�ی دو به مربوط ناحيه�ی که می�کنيم استفـاده نکته اين از اثبات طول در
اشتراک نقطه�ی يک دايره همين (مرکز نباشد ديگری نقطه�ی هيچ آن درون که بگذرد نقطه دو آن از دايره�ای اگر

است). ناحيه دو
خط کنيد فرض باشد. O مرکز به و RBR′ محيطی دايره�ی C هم�چنين باشد. RB′R′ مثلث در R۱ کنيد فرض
است کافی بالا نکته�ی طبق باشند، نداشته اشتراک R′ و R نواحی که اين برای باشد. RR′ زير و B و افقی RR′

B۱ می�توان و دارد قرار C درون RR۱ پاره�خط از قسمتی ∠ORR۱ < ۹۰◦ اگر حال باشد. RR′ بالای و C داخل B۱

.∠OR′R۱ ≥ ۹۰◦ و ∠ORR۱ ≥ ۹۰◦ کنيد فرض پس می�شود. حاصل نتيجه و کرد انتخاب RR۱ روی شرط اين با را
RR۱B′ محيطی دايره�ی داخل و RR۱ زير B۱ است کافی باشد، نداشته اشتراک R۱ با R ناحيه�ی که اين برای
نباشد. گونه اين کنيد فرض پس ماست. مطلوب باشد، داشته اشتراک چهارضلعی داخل C با دايره اين اگر باشد.
مشابه طور به باشد. آن داخل بايد R۱ باشد، مماس C بر R در که کنيم رسم طوری را C۱ دايره�ی B′ از اگر بنابراين
چيزی چنين می�کنيم ادعا اما است. مماس C بر R′ در و می�گذرد B′ از که است C۲ دايره�ی داخل R۱ کنيد فرض

ندارند. اشتراک چهارضلعی داخل C۲ و C۱ کنيم ثابت است کافی کار اين برای نيست. ممکن
با: است برابر B′ نقطه�ی در RB′ ضلع و C۱ بين زاويه�ی آن�گاه باشد، C۲ و C۱ ،C دايره�ی سه اصلی مرکز P اگر

∠B′RP = ∠ORB′ − ۹۰◦ = ∠ORR′ +∠R′RB′ − ۹۰◦ = ۹۰◦ −∠B+∠R′RB−∠۹۰◦ = ∠R′RB′ −∠B

دهيم نشان می�خواهيم .∠B′R′P = ∠RR′B′ −∠B با است برابر B′ نقطه�ی در R′B′ ضلع و C۲ بين زاويه�ی و
نيست: بيش�تر ∠B′ از دو اين جمع

∠R′RB′ − ∠B + ∠RR′B′ − ∠B ≤ ∠B′ ⇔ ۱۸۰◦ − ∠B′ − ۲∠B ≤ ∠B′ ⇔ ∠B + ∠B′ ≥ ۹۰◦

می�شود. ثابت حکم ترتيب اين به و ∠R+ ∠R′ ≤ ۲۷۰◦ يعنی معادلاً که
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مريخ تقسيم .۶ شماره سؤال
يک دقيقـاً شامل کدام هر که يافت هم�نهشت يک�پارچه�ی ناحيه�ی n می�توان کره روی نقطه n هر برای می�کنيم ثابت

باشند. نقطه
است. متناهی باشند نقطه�ها از تا دو حداقـل شامل که کره از عظيمه�ای دايره�های کل تعداد که کنيد توجه ابتدا

دو حال می�ناميم. P را آن و نباشد عظيمه دايره�ی متناهی اين از کدام هيچ موازی که می�گيريم نظر در را صفحه�ای
را کره با N تماس نقطه�ی می�ناميم. S و N را آن�ها و می�گيريم نظر در را هستند کره بر مماس که P با موازی صفحه�ی
می�گيريم نظر در P موازی S و N بين صفحه n− ۱ می�ناميم. جنوب» «قطب را کره با S تماس نقطه�ی و شمال» «قطب
آن) مرز روی نه (و ناحيه هر درون که کنند تقسيم ناحيه n به شکلی به را کره S و N هم�راه به و کنند قطع را کره که
صفحات بين ناحيه�های به و می�ناميم Pn−۱ تا P۱ جنوب به شمال از ترتيب به را صفحه�ها اين باشد. نقطه� n از يکی دقيقـاً
بين واصل خط حول دوران دوران، از منظور ادامه در می�گيريم. S برابر را Pn و N برابر را P۰ هم�چنين می�گوييم. قطاع

بگيريد). نظر در دل�خواهی و مشخص جهت را دوران (جهت است جنوب و شمال قطب
نکند. عبور نقطه� n از کدام هيچ از که می�کنيم رسم عظيمه) دايره�ی (نصف نصف�النهار يک جنوب، قطب به شمال قطب از
نقطه�های ترتيب اين به کند. قطع An تا A۰ نقطه�های در ترتيب به را Pn تا P۰ صفحه�های نصف�النهار اين کنيد فرض
قطاع درون خم يک می�ناميم. Bi را است iام قطاع درون که نقطه�ای .(۱ ≤ i ≤ n)هستند iام قطاع مرز روی Ai و Ai−۱

(i − ۱) ۳۶۰n زاويه�ی با خم اين دوران�يافته�ی که باشد داشته را خاصيت اين و کند وصل Ai به را Ai−۱ که می�کشيم iام
دوران برای که جهتی با چپ و (راست باشد Bi راست سمت درجه i ۳۶۰n زاويه�ی با آن دوران�يافته�ی و Bi سمتچپ درجه
پيدا جنوب به شمال از خم يک iها همه�ی برای خم�ها اين دادن قرار هم کنار با می�شود). تغيين گرفته�ايم نظر در مثبت
يک�پارچه هم�نهشت ناحيه�ی n به کره ،۰ ≤ i < n برای i ۳۶۰n زاويه�های اندازه�ی به خم اين دوران�های با که می�کنيم

می�گيرد. قرار Biها از يکی دقيقـاً ناحيه�ها از يک هر در خم�ها ساخت نحوه�ی به توجه با که می�شود تقسيم
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متقـاطع» «خود گراف�های .۷ شماره سؤال
که می�کنيم رسم صفحه در شکلی به را n طول به دور است. فرد nهای جواب الف.
منتظم nضلعی يک در که صورت اين به باشد. داشته را خودمتقـاطع گراف شرايط

کنيد). توجه روبه�رو شکل (به می�کنيم وصل روبه�رويش رأس دو به را رأس هر
به را آن رئوس باشد. خودمتقـاطع n طول به دور و باشد زوج n کنيد فرض حال
رئوس پس دارند، اشتراک P۱P۲ با يال�ها همه�ی چون بناميد. Pn تا P۱ ترتيب
هر در که کنيد (توجه می�گيرند قرار P۱P۲ خط طرفين در ميان در يک ،Pn تا P۳

P۳ پس باشد). تنها رئوس شامل می�توان تنها يال يک امتداد خودمتقـاطع، گراف
کند. قطع را P۲P۳ يال نمی�تواند P۱Pn يال و دارند قرار P۱P۲ مختلف طرف دو در Pn و

می�کنيم. ثابت را لم يک ابتدا ب.
دارد. برگ غير هم�سايه�ی دو حداکثر رأس هر خودمتقـاطع، گراف يک در لم.

يک از بيش�تر آن�ها از يک هر درجه�ی که هستند موجود آن از c و b ،a هم�سايه�های و v رأس صورت اين غير در اثبات.
داريم: حالت دو باشد.

va از گذرنده خط طرف دو در c و bصورت اين در هستند. ۱۸۰◦ حداکثر ،∠cva و ∠bvc ،∠avb زاويه�های از يک هر •
کند. قطع را vc و vb دوی هر نمی�تواند a به متصل يال هيچ و دارند قرار

va از گذرنده خط طرف دو در c و b هم باز صورت اين در است. ۱۸۰◦ از بيش�تر ،∠bvc مثلاً بالا، زاويه�ی سه از يکی •
است. صادق قبل قسمت استدلال و دارند قرار

در ضمن در و است دو حداکثر رأس هر درجه�ی که می�آيد دست به گرافی کنيم. حذف را برگ�ها اگر بالا، لم از استفـاده با
جديد: گراف در می�کنند. تغيير ميزان يک به يال�ها و رأس�ها تعداد تغيير اين

۲× يال�ها) (تعداد =
∑
رأس vi

d(vi) ≤
∑
رأس vi

۲ = ۲× رأس�ها) (تعداد

می�رسد. پايان به هم قسمت اين حکم اثبات پس

بايد دورها (الف)، قسمت طبق که می�آيد وجود به دور تعدادی و مسير تعدادی برگ�ها، حذف با گفتيم آن�چه طبق ج.
دست به زير گراف�های به تنها رأس و برگ تعدادی احتمالاً کردن اضا�فه از جواب�ها همه�ی می�کنيم ادعا باشند. فرد همگی

می�آيند:
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فرد. دور يک فقط •

باشند). تک�رأسی است (ممکن مجزا مسير تعدادی اجتماع •

ديگری يال دور، اين رأس�های بين که کنيد توجه باشيم. داشته دور کنيد فرض
(الف) قسمت طبق که می�شود ايجاد گراف در زوج دور يک باشد يالی اگر زير نيست،
در دارد. دور اين با مشترک رأس يک حداقـل ديگر يال هر می�کنيم ادعا ندارد. امکان
(الف) قسمت مشابه نمی�گذرد. دور از رأسی هيچ از يال آن امتداد صورت اين غير
فرد به توجه با که بگيرند قرار خط اين طرف دو در ميان در يکی بايد دور رئوس
به می�تواند تنها رأس و برگ تعداد هر می�کنيم ادعا برعکس ندارد. امکان دور بودن
روش از کار اين برای بماند. خودمتقـاطع هم�چنان که طوری شود اضافه فرد دور يک
می�کنيم استفـاده فرد طول با دور يک برای خودمتقـاطع گراف رسم برای الف قسمت
رئوس) از گذرنده دايره�ی (در رأس آن مقـابل کمان روی را دور آن رأس هر برگ�های و
آبی�رنگ يال�های و فرد طول به دور سياه�رنگ يال�های روبه�رو شکل در می�دهيم. قرار

هستند. دور به متصل برگ�های

همواره گرافی چنين می�کنيم ادعا می�آيد. وجود به مسير تعدادی آن برگ�های حذف با باشد، نداشته دور گراف اگر
تعدادی همراه به فرد دور يک به گراف که کرد اضافه آن به يال و رأس تعدادی می�توان ديد می�توان است. خودمتقـاطع
با بنابراين است. خودمتقـاطع گرافی هم خودمتقـاطع، گراف يک گراف زير هر ديگر طرف از شود. تبديل تنها رأس و برگ
گراف برای خودمتقـاطع گراف رسم نحوه�ی زير راست سمت شکل شد. ثابت کامل طور به حکم قبل قسمت از استفـاده

می�دهد. نمايش را چپ سمت
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خطی نسخه�ی .۸ شماره سؤال
نتيجه در و عدد اين که ديد می�توان A ارقـام کردن جمع با بناميم. X۱۳ = A را سؤال صورت در موجود عدد کنيد فرض

.X ≡ X۱۳ ≡ ۳ (mod ۱۰) پس ،ϕ(۱۰) = ۴ چون ضمناً است. بخش�پذير ۳ بر X
A = X۱۳ ≥ آن�گاه ،X ≥ ۲۰۰ از ديگر سوی از دارد. رقم ۳۰ A ولی است ۲۷رقمی حداکثر X۱۳ آن�گاه ،X ≤ ۱۰۰ اگر

نيست. هم طور اين که باشد ۸ حداقـل بزرگش رقم و باشد رقمی ۳۰ دست�کم بايد A لذا و ۲۱۳ × ۱۰۲۶ > ۸× ۱۰۲۹

هم�زمان را خاصيت سه اين ۱۸۳ و ۱۵۳ ،۱۲۳ عدد سه فقط .X ≡ ۳ (mod ۱۰) و ۳|X و ۱۰۰ < X < ۲۰۰ داريم پس
.X = ۱۸۳ می�کنيم ادعا دارند.

دارد: وجود راه دو موضوع اين اثبات برای
آن�گاه: ،X < ۱۶۰ اگر اول. راه

A = X۱۳ < ۲۴×۱۳ × ۱۰۱۳ = ۸۱۹۲۴ × ۱۰۱۳ < ۱۰۴×۴ × ۱۰۱۳ = ۱۰۲۹

.X = ۱۸۳ لذا و X > ۱۶۰ پس نيست. اين�گونه که باشد داشته رقم ۲۹ حداکثر بايد A پس
داريم: ۱۰۰ پيمانه�ی به اعداد همه�ی نظرگرفتن در با باشد. a برابر ،X دهگان رقم کنيد فرض دوم. راه�

A ≡ ۶۳ (mod ۱۰۰) ⇒ (۱۰۰+ ۱۰a+ ۳)۱۳ ≡ (۱۰a+ ۳)۱۳ ≡ ۳۱۳ + ۱۳× ۳۱۲ × ۱۰a ≡ ۶۳ (mod ۱۰۰)

نمی�شوند. ظاهر ۱۰۰ پيمانه�ی به هم�نهشتی در و بخش�پذيرند ۱۰۰ بر جمله�ای دو بسط جمله�های بقيه�ی که کنيد دقت
داريم: ،۳۱۲ ≡ ۴۱ (mod ۱۰۰) و ۳۱۳ ≡ ۲۳ (mod ۱۰۰) چون حال

۲۳+ ۳۰× ۴۱a ≡ ۶۳ ⇒ ۱۲۳۰a ≡ ۴۰ ⇒ ۳۰a ≡ ۴۰ (mod ۱۰۰)

باشد. X = ۱۸۳ بايد پس می�کند. صدق رابطه اين در a = ۸ تنها ۸ و ۵ ،۲ بين از و ۳a ≡ ۴ (mod ۱۰) پس
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