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۱۳۸۷ رياضی، المپياد دوره�ی ششمين و بيست دوم مرحله سؤالات راه�حل

محدب nضلعی يک از نامتقاطع قطر n − ۳ هرگاه که داد نشان سادگی به می�توان استقرا کمک به .۱
نظر در را شده رسم قطرهای از يکی که صورت اين به می�کند. تقسيم مثلث n− ۲ به را آن شود، رسم
کمک به و کنيد تقسيم کم�تر ضلع�های تعداد با چندضلعی دو به قطر آن روی از را nضلعی و بگيريد
قطری هيچ که آن�جا از که می�ماند باقی n = ۳ پايه�ی حالت تنها بگيريد. نتيجه را نظر مورد حکم استقرا

می�شود. تقسيم مثلث يک به چندضلعی است، نشده رسم
ضلع سه nضلعی با نمی�توانند مثلث�ها از هيچ�کدام است n > ۳ که هنگامی اصلی مسئله�ی در حال
توجه با دارد. nضلعی با مشترک ضلع دو حداکثر و يک حداقل مثلث هر ضمناً و باشند داشته مشترک
بقيه� و دارند nضلعی با مشترک ضلع دو مثلث�ها از تا دو دقيقاً داريم، ضلع n و مثلث n − ۲ که اين به

هستند. دارا مشترک ضلع يک تنها
n از مجاور ضلع دو که باشد مثلثی n از يکی می�تواند مثلث اين می�گيريم. نظر در را مثلث دو اين از يکی
چندضلعی از قطر يک حتماً که بگيريد نظر در را مثلث اين از ضلع سومين حال هستند. شامل را ضلعی
و قطر اين که باشد مثلثی دو از يکی می�تواند است، آن ضلع�های از يکی قطر اين که ديگری مثلث است.
کنيد.) دقت زير شکل است.(به شامل را هستند قبلی مثلث ضلع�های مجاور که nضلعی ضلع دو از يکی

با هم سوم مثلث برای بگيريد. نظر در را است شامل جديد مثلث که قطری ترتيب همين به حال
آخرين و اولين جز (به جديد مثلث هر برای فرآيند همين ادامه�ی با داريم. حالت دو استدلال همين
از آرايش هر که کنيد دقت اما است. محتمل حالت دو داشتند) حالت ۱ و حالت n ترتيب به که مثلث
دو دارای چندضلعی با که دارد وجود مثلث دو آرايش هر در که چرا است، شده شمرده بار دو مثلث�ها
برابر حالت�ها کل� تعداد پس شود. منجر آرايش همين به می�تواند کدام هر از شروع و است مشترک ضلع

.n×۲n−۴

۲ = n۲n−۵ با است

اين در بگيريد. مثلث از BC ضلع با A رأس نظير خارجی محاطی دايره�ی تماس نقطه�ی را D .۲
دو و درجه ۹۰ زاويه�ی يک داشتن دليل به IaDC و IaC

′C مثلث دو که چرا CD = CC ′ صورت
مثلث�های صورت اين در بگيريد. IaC بر B از وارد عمود پای را Q′ هستند. هم�نهشت برابر ضلع
نتيجه در .CD = CC ′ و Q′C = Q′C ، ∠Q′CD = ∠Q′CC ′ زيرا هستند، هم�نهشت C ′CQ′ و DCQ′

BDQ′Ia چهارضلعی هستند، قائمه ∠BDIa و ∠BQ′Ia زاويه�های که آن�جا از .∠C ′Q′C = ∠DQ′C

است ∠DBB′ زاويه�ی نيم�ساز BIa که کنيد دقت ضمناً .∠DQ′C = ∠DBIa نتيجه در است. محاطی
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دايره�ی روی هم B′ نقطه�ی که می�دهد نتيجه ∠BB′Ia زاويه�ی بودن قائمه� .∠DBIa = ∠B′BIa لذا و
جمع�بندی با .∠B′BIa = ∠B′Q′Ia که می�گيريم نتيجه پس دارد، قرار BDQ′Ia چهارضلعی محيطی
در دارند. قرار خط يک روی C ′ و Q′ ،B′ نقطه�های پس ∠B′Q′Ia = ∠CQ′C ′ که می�فهميم رابطه�ها اين
که داديم نشان کل در پس است. Q نقطه�ی همان است B′C ′ و IaC تقاطع محل که Q′نقطه�ی نتيجه

.CP ⊥ IaB که می�دهد نشان استدلال همين مشابه .BQ ⊥ IaC

زاويه اين خارجی نيم�ساز که CIa بر نتيجه در و است C زاويه�ی داخلی نيم�ساز CI که کنيد دقت حال
همين مشابه و BQ ∥ IC که می�دهد نشان BQ ⊥ IaC اين�که به توجه با نکته اين می�باشد. عمود است
فاصله�ی نتيجه در و است متوازی�الاضلاع يک BMCI چهارضلعی پس .CP ∥ BI که می�شود نتيجه
داخلی محاطی دايره�ی شعاع طول برابر BC از I فاصله�ی اما است. مساوی BC قطر تا I و M رأس دو

می�رسد. پايان به حکم اثبات بنابراين و است مثلث

که ديد می�توان تساوی اين طرف دو روی f تابع دادن اثر با آن�گاه ،f ۱۳۸۷(a) = a اگر .۳
f ۱۳۸۷(f(a)) = f ۱۳۸۸(a) = f(f ۱۳۸۷(a)) = f(a)

اعمال با است. f ۱۳۸۷(x) = x معادله�ی برای a از متمايز جوابی f(a) پس ،f(a) ̸= a که کنيد دقت و
که ديد می�توان بالا عبارت طرف دو بر f تابع دوباره�ی

f ۱۳۸۷(f(f(a))) = f ۱۳۸۹(a) = f(f(f ۱۳۸۷(a))) = f(f(a))

ادعا حال .f(f(a)) ̸= f(a) که کنيد دقت اما است. معادله اين برای ديگری جواب هم f(f(a)) پس
داريم: باشد، f ۲(a) = a اگر صورت اين غير در هستند. متمايز هم a و f(f(a)) که می�کنيم

f ۱۳۸۸(a) = f ۱۳۸۶(f ۲(a)) = f ۱۳۸۶(a) = f ۱۳۸۴(f ۲(a)) = f ۱۳۸۴(a) = · · · = f ۴(a) = f ۲(f ۲(a)) = f ۲(a)

سه کل در نتيجه در ندارد. امکان که باشد f ۲(a) = f(a) بايد پس ،f ۱۳۸۸(a) = f(f ۱۳۸۷(a)) = f(a) اما
يافته�ايم. f ۱۳۸۷(x) = x معادله�ی برای متمايز حقيقی جواب

و c ،b ،a با است(البته فرم همين به هم ax+b
cx+d فرم به تابع دو ترکيب که کرد چک سادگی به می�توان
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سه mx+n
px+q = x معادله�ی که است mx+n

px+q فرم به تابعی f ۱۳۸۷(x) تابع که می�دهد نتيجه اين متفاوت). d

px۲ +(q−m)x−n = ۰ معادله�ی جواب�های وضوح به معادله اين جواب��های دارد. متمايز حقيقی جواب
از ناصفر چندجمله�ای يک که آن�جا از است. دو حداکثر درجه�ی از چندجمله�ای يک که هستند هم
اين که باشد صفر با متحد بايد چندجمله�ای اين دارد؛ حقيقی جواب دو حداکثر دو، حداکثر درجه�ی
هر برای يعنی اين و ،f ۱۳۸۷(x) = mx+n

px+q = mx
m = x داريم پس .n = ۰ و q = m ،p = ۰ که می�دهد نتيجه

.f ۱۳۸۷(x) = x ،x حقيقی عدد
۴(a۹+۱)
۴(a۳+۱) = يعنی آن�ها تقسيم پس هستند، کامل مکعب دو هر ۴(a۹ + ۱) و ۴(a۳ + ۱) اول. راه�حل .۴
ديگر طرف از و a۶ − a۳ + ۱ < a۶ = (a۲)۳ باشد، a > ۱ اگر است. کامل مکعب هم a۶ − a۳ + ۱

زيرا: ،a۶ − a۳ + ۱ > a۶ − ۳a۴ + ۳a۲ − ۱ = (a۲ − ۱)۳

۳a۴ − a۳ − ۳a۲ + ۲

= (a۴ − a۳) + (۲a۴ − ۳a۲) + ۲

= a۳(a− ۱) + a۲(۲a− ۳) + ۲ > ۰

مکعب نمی�تواند دارد قرار آن�ها بين که عددی و هستند متوالی کامل مکعب دو (a۲)۳ و (a۲ − ۱)۳ اما
نتيجه در و ۸ برابر جمله�ها همه�ی هم صورت اين در که باشد يک برابر است مجبور a پس باشد. کامل

هستند. کامل مکعب
که کنيد دقت حال است. n حسب بر صعودی اکيداً تابعی ۴(an + ۱) باشد، a > ۱ اگر دوم. راه�حل
مقدار دو اين تفاضل اما هستند. کامل مکعب a۳ × ۴(an + ۱) = ۴(an+۳ + a۳) همين�طور و ۴(an+۳ + ۱)

زياد n افزايش با دو هر که کامل مکعب دو تفاضل يعنی اين است. n از مستقل که است ۴a۳ − ۴ برابر
باشد. يک برابر بايد a که می�دهد نشان تناقض اين ندارد. امکان که است ثابت مقداری می�شوند

می�کنيم: استفاده است معروف خط دو لم به که است گزاره�ای از خاصی حالت که زير لم از سوم. راه�حل
باشد، فرد و طبيعی عددی n اگر .p|x+ ۱ که باشد فرد و اول عددی p و طبيعی عددی x کنيد فرض لم.

است. n در p عوامل تعداد اضافه�ی به x+ ۱ در p عوامل تعداد برابر xn + ۱ در p عوامل تعداد

ثابت ||n||p روی استقرا به را حکم و می�دهيم نمايش ||m||p با را m طبيعی عدد در p عوامل تعداد اثبات.
می�کنيم.

بايد (xn + ۱) = (x + ۱)(xn−۱ − xn−۲ + · · · − x + ۱) که اين به توجه با نباشد، بخش�پذير p بر n اگر
که: کنيد دقت منظور اين برای .p ̸ |xn−۱ − xn−۲ + · · · − x+ ۱ که دهيم نشان

xn−۱ − xn−۲ + · · · − x+ ۱ ≡ (−۱)n−۱ − (−۱)n−۲ + · · · − (−۱) + ۱ ≡ n ̸≡ ۰ (mod p)

عوامل از بيش�تر يکی xn + ۱ در p عوامل تعداد که دهيم نشان بايد باشد، داشته p عامل يک تنها n اگر
استدلال طبق حال نيست. بخش�پذير p بر m که n = pm نوشت می�توان حالت اين در است. x+ ۱ در p

قبل قسمت
||xmp + ۱||p = ||(xp)m + ۱||p = ||xp + ۱||p
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است بخش�پذير p بر x+ ۱ که آن�جا از کنيم. ثابت n = p حالت برای را قسمت اين حکم است کافی پس
.x = tp− ۱ که يافت t صحيح عدد می�توان

xp+ ۱ = (tp− ۱)p+ ۱ =

p∑
i=۱

(
p

i

)
(tp)i(−۱)p−i = tp

(
p∑

i=۲

(
p

i

)
(tp)i−۱(−۱)p−i + p

)
= (x+ ۱) (· · · )

نشان اين دارد. p عامل يک تنها پرانتز داخل عبارت هستند، بخش�پذير p بر (pi)ها تمام که آن�جا از
حکم که کنيد فرض حال است. x+ ۱ در p عوامل از بيش�تر يکی xp + ۱ در p عوامل تعداد که می�دهد
عدد صورت اين در باشد، داشته p عامل k + ۱ ،n و باشد شده ثابت دارند p عامل k که اعدادی برای

داريم: استقرا فرض به توجه با حال دارد. p عامل k ،m و n = mp که دارد وجود m فرد طبيعی
||xmp + ۱||p = ||(xp)m + ۱||p = ||xp + ۱||+ ||m||p = ||x+ ۱||p + ||p||p + ||m||p = ||x+ ۱||p + ||mp||p

است. برقرار طبيعی عدد هر برای حکم پس

بزرگ�تر فردی عدد a۲−a+۱ باشد، a > ۱ اگر .۴(a۳+۱) = ۴(a+۱)(a۲−a+۱) که کنيد دقت حال
داريم: بالا لم از استفاده با دارد. p مثل فردی اول عامل پس است، يک از

||۴(a۳p + ۱)||p = ||a۳p + ۱||p = ||a۳ + ۱||p + ||p||p = ||۴(a۳ + ۱)||p + ۱

که باشد ۳ مضرب بايد آن�ها در p عوامل تعداد پس هستند، کامل مکعب دو هر ۴(a۳p+۱) و ۴(a۳+۱) اما
نتيجه در و باشد ۱ از بيش�تر نمی�تواند a نتيجه در ندارد. امکان است يک برابر تعداد اين اختلاف� چون

است. ممکن a = ۱ تنها

و می�کنيم مطرح رقم تعداد هر با شماره�های برای را مسئله می�ناميم. S را {۱, ۲, . . . , ۹} مجموعه�ی .۵
يا انتخاب�شده شماره�ی دو هر که کنيم پيدا را رقم n با ممکن شماره�های تعداد حداکثر می�کنيم سعی
می�توان باشند. داشته اختلاف واحد دو حداقل رقم يک در يا و باشند داشته اختلاف رقم دو در حداقل
مجموعه�ی اعضای از مرتب nتايی يک صورت به را S مجموعه�ی در موجود ارقام با رقمی n شماره�ی يک
Sn از اعضايی تعداد حداکثر می�دهيم نشان n روی استقرا به می�دهيم. نمايش Sn با را آن� که ديد S

به n = ۱ حالت برای حکم است. ۹n+۱
۲ برابر کنند برآورده را مسئله شرط تا شوند انتخاب می�توانند که

در استقرا پايه�ی عنوان به را n = ۰ می�شد می�آيد.(حتی دست به ساده چک�کردن اندکی با و سادگی
مرتب nتايی�هايی حداکثر می�خواهيم ما و باشد برقرار n− ۱ برای حکم که کنيد فرض حال گرفت!) نظر
کرد. تقسيم دسته ۹ به می�توان آن�ها اول عضو به توجه با را Sn اعضای بيابيم. را مطلوب خاصيت� با
که است واضح و... A۲ را است ۲ آن�ها اول عضو که آن�هايی ،A۱ را است ۱ آن�ها اول عضو که اعضايی
و شود انتخاب بايد S عناصر از يکی جای�گاه هر است(برای ۹n−۱ برابر Ai اعضای تعداد i ∈ S هر برای
عنصر هر که کنيد دقت حال بود. خواهد ۹n برابر هم Sn عناصر تعداد بنابراين داريم.) حالت ۹ بنابراين
عضو هر بنابراين بالعکس. و کرد تبديل A۲ از عنصری به دو به يک از اولش عضو تغيير با می�توان را A۱

کنيد توجه باشند. داشته تفاوت اول رقم در تنها که گونه�ای به می�شود، جفت A۲ از عضو يک با را A۱ از
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هر نمی�توانند دارند، اختلاف واحد يک تنها هم آن� و رقم يک در جفت يک شماره�ی دو که آن�جا از که
و می�شود انتخاب عضو يک حداکثر شده معرفی جفت هر از بنابراين باشند. انتخابی شماره�های جزء دو
تعداد ترتيب همين به است. |A۱|+|A۲|

۲ = ۹n−۱ برابر حداکثر A۱ ∪ A۲ از انتخابی اعضای تعداد نتيجه در
کنيد دقت A۹ مورد در اما است. ۹n−۱ همين حداکثر هم A۷ ∪A۸ و A۵ ∪A۶ ،A۳ ∪A۴ از انتخابی اعضای
تفاوت باشد، انتخاب�شده عنصر دو در اختلافی اگر بنابراين و است يکسان A۹ اعضای تمام اول رقم که
برداشتن يا و کردن اضافه با A۹ و Sn−۱ اعضای بين تناظر يک که کنيد دقت است. بعدی رقم n− ۱ در
می�توان را A۹ اعضای از تا ۹n−۱+۱

۲ حداکثر استقرا فرض طبق بنابراين دارد. وجود شماره ابتدای از ۹ رقم
با: است برابر حداکثر انتخابی شماره�های کل تعداد نهايت در بنابراين کرد. انتخاب

۹n−۱ + ۹n−۱ + ۹n−۱ + ۹n−۱ +
۹n−۱ + ۱

۲ =
۹× ۹n−۱ + ۱

۲ =
۹n + ۱

۲
ارقام�شان مجموع زوجيت که nتايی�هايی همه�ی اگر که کنيد دقت می�رسد. پايان به استقرا اثبات بنابراين
شماره�ی دو اگر طرفی از است. حداکثر مقدار همين برابر تعدادشان کنيم انتخاب را است يکی n با
داشته اختلاف واحد يک هم آن� و شماره يک در تنها نمی�توانند بگيريم، نظر در را خاصيت اين با متفاوت
تعداد به می�توان بنابراين شد. خواهد متفاوت آن�ها ارقام مجموع زوجيت صورت اين در زيرا باشند،

کرد. انتخاب عضو معرفی�شده حداکثر
خاصيت با nرقمی شماره�ی ۹n+۱

۲ انتخاب برای بالا) راه (همين راه يک تنها که می�دهيم نشان ادامه در
حالت در گزاره صحت هم باز می�کنيم. ثايت n روی استقرا به را حکم اين دارد. وجود شده خواسته
استقرا پايه�ی عنوان به را n = ۰ می�توان هم اين�جا است.(در چک�کردن قابل ساده بررسی يک با n = ۱

،A۹ از بايد حداکثر به رسيدن برای بالا طبق باشد. برقرار n − ۱ برای حکم کنيد فرض گرفت.) نظر در
که می�کنيم دارد.(يادآوری امکان صورت يک به تنها استقرا فرض طبق که شود انتخاب عضو ۹n−۱+۱

۲

که کنيد دقت است.) شده اضافه آن�ها ابتدای به ۹ رقم يک که هستند Sn−۱ اعضای همان A۹ اعضای
n− ۱ با متفاوتی زوجيت آن�ها ارقام مجموع که هستند A۹ از اعضايی دقيقاً می�شوند انتخاب که اعضايی
رقم�ها مجموع زوجيت شماره ابتدای به ۹ رقم شدن اضافه با دارد.(زيرا n با يکسانی زوجيت بنابراين و
اعضای می�توان افتاد اتفاق بالا در A۲ و A۱ اعضای مورد در که کردنی جفت مشابه حال می�کند.) تغيير
باشند. متفاوت اول رقم در تنها جفت هر اعضای که گونه�ای به کرد، جفت يک�ديگر با هم را A۹ و A۸

جفت�ها از تا ۹n−۱+۱
۲ در اما شود. انتخاب عضو يک دقيقاً جفت هر از بايد بالا حداکثر به رسيدن برای

شود انتخاب A۸ از عنصری بايد زوج�ها مابقی از بنابراين است. شده انتخاب بود ۹ اولش رقم که شماره�ای
A۷ و A۸ اعضای ادامه در است. يکی n با ارقامش مجموع زوجيت که است خاصيت اين دارای هم باز که
تا استدلال اين ادامه�ی با می�کنيم. تکرار دو اين برای بار اين را قبلی استدلال و می�کنيم جفت هم با را
بنابراين و باشند شد گفته که مثالی صورت به بايد انتخاب�شده اعداد همه�ی که می�بينيم A۱ به رسيدن

دارد. وجود شماره تعداد اين انتخاب برای يکتا راه يک

نيست! قائمه ∠B زاويه�ی که کرد اضافه مسئله صورت به را فرض اين بايد ابتدا .۶
R۲ − OT ۲ = می�فهميم ABC محيطی دايره�ی به نسبت T نقطه�ی قوت به مربوط روابط از استفاده با

۵



و OAB مثلث در استوارت رابطه�ی از استفاده با می�شد را نتيجه (اين است. دايره شعاع R که TA.TB

گرفت نتيجه می�توان BTH و ATH قائم�الزايه�ی مثلث دو تشابه به توجه با آورد.) دست به هم OT قاطع
لذا: و TA.TB = TH۲ که

OT ۲ = R۲ − TH۲ = R۲ −AH۲. cos۲(∠B)

که کنيد دقت .(OT ′)۲ = R۲ − AH۲. cos۲(∠C) که گرفت نتيجه می�توان مشابه کاملاً استدلال�های با
داريم: باشد، برقرار رابطه اين اگر حال نکرده�ايم. استفاده AC = ۲OT فرض از کنون تا

OT =
۱
۲AC = R. sin(∠B) ⇒ R۲ sin۲(∠B) = R۲ −AH۲ cos۲(∠B) ⇒ R۲ = AH۲

و ∠B نبودن قائمه از اين�جا در که کنيد است.(دقت R يعنی دايره شعاع طول برابر AH ارتفاع طول پس
بنويسيم OT ′ پاره�خط برای را مشابهی روابط اگر حال کرديم.) استفاده کسينوسش نبودن صفر نتيجه در

می�شود: نتيجه حکم
(OT ′)۲ = R۲ −AH۲.cos۲(∠C) = R۲(۱− cos۲(∠C)) = R۲.sin۲∠C

⇒ OT ′ = R. sin(∠C) = ۱
۲ × ۲R. sin(∠C) = ۱

۲AB

۶


