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۱۳۸۵ رياضی، المپياد دوره�ی چهارمين و بيست دوم مرحله سؤالات راه�حل

صورت اين در زيرا .MA′ ∥ OB′ دهيم نشان است کافی کنيد. نام�گذاری O را C۱ دايره�ی مرکز .۱
آن نتيجه�ی در و بود خواهد متساوی�الساقين ذوزنقه�ی يک B′ و A′ ،O ،M رئوس با محاطی چهارضلعی

داريم: هم OB′ و MA′ توازی اثبات برای می�شود. ثابت حکم و MO = A′B′

∠OMA = ∠OAM = ∠BAM = ∠BNM = ∠B′NM = ∠B′OM ⇒ B′O ∥ MA′

داريم: مسئله فرض از استفاده مرتبه دو با .۲
P (x, y) = ۲P (x+y
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برابر ۴P (x۲ ,
y
۲ ) در آن ضريب باشد، A برابر P (x, y) در xiyj جمله�ی ضريب اگر که کنيد دقت حال

شامل می�تواند P (x, y) يعنی باشد، i+ j = ۲ بايد ناصفر ضريب با جملات در بنابراين و است ۴A× ۲−i−j

باشد. xy و y۲ ،x۲ جمله�ی سه
داشت: خواهيم مسئله صورت رابطه�ی به توجه با ،P (x, y) = ax۲ + bxy + cy۲ اگر

۲P (x, y) = ۲ax۲ + ۲bxy + ۲cy۲ = P (x+ y, x− y) = (a+ b+ c)x۲ + ۲(a− c)xy + (a+ c− b)y۲

پس a = b + c می�شود نتيجه سه هر از که a + c − b = ۲c و ۲(a − c) = ۲b ،a + b + c = ۲a پس
کرد چک می�توان راحتی به که باشد P (x, y) = (b+ c)x۲ + bxy + cy۲ فرم به بايد جواب چندجمله�ای

می�کند. صرق مسئله صورت در چندجمله�ای اين که

فرض استقرا گام برای می�کنيم. ثابت پايان در استقرا پايه�ی می�کنيم. ثابت k روی استقرا به را حکم .۳
را آن ,a۱](که b۱] بازه�ی به مربوط ستاره�ی اگر می�کنيم ادعا باشد. biها بين در عدد کوچک�ترين b۱ کنيد
در را اند شده ديده آسمان در لحظه�ای آن با که ستاره�هايی همه�ی و می�ناميم) ۱ ستاره�ی راه��حل طول در
ستاره�ی k− ۱ منظور اين برای است. برقرار k− ۱ و باقی�مانده ستاره�های برای مسئله فرض نگيريم، نظر
اين نبوده�اند. آسمان در ۱ ستاره�ی با لحظه�ای هيچ در که بگيريد نظر در ستاره�هايی بين از را دل�خواه
از تا دو که دارد وجود لحظه�ای مسئله فرض طبق پس هستند، ستاره� k ،۱ ستاره�ی هم�راه به ستاره k− ۱

۱



پس باشد، ستاره دو اين بين در نمی�تواند ۱ ستاره�ی که کنيد دقت می�شوند. ديده هم با آسمان در آن�ها
و بودند ظاهر آسمان در زمان يک در که می�شدند يافت ستاره دو اوليه ستاره�ی k − ۱ بين در نهايت در
همه�ی که طوری به گرفت عکس k − ۲ می�توان استقرا طبق حال است. برقرار k − ۱ برای مسئله فرض
اگر حال شوند. ديده عکس�ها از يکی در دست�کم نشده�اند ديده� آسمان در ۱ ستاره�ی با که ستاره�هايی
ديده عکس اين در دارند اشتراک ۱ ستاره�ی با که ستاره�هايی همه�ی بگيريم، عکسی هم b۱ لحظه�ی در
[a۱, b۱] با که ديگری بازه�ی هر لذا و بود شده فرض biها بين در مقدار کوچک�ترين b۱ که چرا می�شوند،

باشد. b۱ شامل بايد دارد، اشتراک
b۱ کنيد فرض هم حالت اين در می�کند. کار بالا بند پايانی قسمت استدلال استقرا، پايه�ی مورد در
دو هر حضور بازه�ی حالت اين در استقرا فرض طبق که آن�جا از باشد. biها بين در عدد� کوچک�ترين
بنابراين و باشد b۱ شامل ديگری ستاره�ی هر حضور بازه�ی بايد پس دارند، اشتراک هم با آسمان در ستاره

می�شوند. ديده آن در ستاره�ها همه�ی بگيريم عکسی (b۱) لحظه اين در اگر
الف. .۴

m+ n |mn+ ۱

m+ n |m۲ + nm

 ⇒ m+ n
∣∣m۲ − ۱

عدد متناهی لذا و دارد مقسوم�عليه متناهی تنها m۲ − ۱ اما باشد. m۲ − ۱ مقسوم�عليه بايد m + n پس
می�شوند. يافت اين�چنينی

با .m+ n|mn+ ۱ آن�گاه باشند، متوالی فرد عدد دو n و m اگر که کنيد دقت ابتدا اول. راه�حل ب.
که کرد چک می�توان راحتی به صورت اين در .n > m کرد فرض می�توان رابطه بودن متقارن به توجه

دنباله�ی
(m,m۲ −m− ۱, ۲m+ ۱, ۲m+ ۳, . . . , ۲n+ ۱, n۲ − n− ۱, n)

می�کند. برآورده را مسئله شرط
،۳ ≤ m < n اگر که کنيد دقت تنها است. قبلی راه�حل مشابه کاملاً هم راه�حل اين دوم. راه�حل

دنباله�ی که ديد راحتی به می�توان پس .m۲ −m− ۱ < n۲ − n− ۱ آن�گاه
(m,m۲ −m− ۱,m۲ −m+ ۱,m۲ +m+ ۳, . . . , n۲ − n− ۳, n۲ − n− ۱, n)

دارد. را مسئله شرايط هم
می�کنيم. ثابت را معروف لم يک ابتدا مسئله اين حل برای .۵

برابر آن محيطی دايره�ی شعاع و بوده S مساحت دارای ،c و b ،a طول به اضلاع با مثلثی کنيد فرض لم.
.۴RS = abc که دهيد نشان باشد. R

داريم: سينوس�ها قضيه�ی به توجه با صورت اين در باشد، a ضلع به رو�به�رو زاويه�ی A کنيد فرض اثبات.
S =

۱
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۲



روی دل�خواه نقطه�ای را M باشد. BD و AC تقاطع محل L کنيد فرض اصلی مسئله�ی در حال
مساحت و گرفتيم R برابر را دايره (شعاع داريم: BMD و AMC مثلث�های در بالا لم طبق بگيريد. دايره

می�دهيم.) نمايش S با را مثلث�ها
MA.MC.AC = ۴R.SAMC , MB.MD.BD = ۴R.SBMD

گرفت: نتيجه می�توان کند، صدق مسئله شرط در M نقطه�ی اگر
MA.MC = MB.MD ⇒ SAMC

SBMD
=

AC

BD

از يکی نيم�ساز روی بايد نتيجه در و باشد برابر بايد BD و AC پاره�خط دو از M نقطه�ی فاصله�ی بنابراين
نيم�ساز چهار اين که کنيد دقت حال است. واقع می�کنند، ايجاد با BD و AC خط دو که زاويه�ای چهار
نقطه، چهار اين کرد چک می�توان بالا نتايج به توجه با راحتی به که می�کنند قطع نقطه� ۴ در را دايره

هستند. مسئله صورت در شده خواسته نقطه�ی ۴ همان

به می�تواند مختلف حالت n! حداکثر کتاب�ها ترتيب که کنيد دقت بگيريد. n برابر را کتاب�ها تعداد .۶
آرايش ۲nn! حداکثر باشد داشته می�تواند وضعيت دو کتاب هر که اين به توجه با علاوه به بگيرد. خود
کنيد. نگاه را کتاب�ها وضعيت جابه�جايی ... و ۳n ،۲n ،n از بعد است. محتمل کتاب�ها برای مختلف
مختلف مرحله�ی دو متناهی کتاب�ها ممکن آرايش�های تعداد و است نامتناهی مرحله�ها اين تعداد چون
مرحله يک در را کتاب�ها آرايش در اگر که کنيد توجه است. يکسان آن�ها در کتاب�ها آرايش که هستند
دو به توجه با پس می�شود. تعيين عمل�ها دادن انجام برعکس با قبل مرحله� n در کتاب�ها آرايش بدانيم،
وضعيت که رسيد مرحله�ای به می�توان عقب به برگشت با و است يکسان کتاب�ها وضعيت که مرحله�ای

باشد. اوليه�شان وضعيت همان کتاب�ها

۳


