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۱۳۸۴ رياضی، المپياد دوره�ی سومين و بيست دوم مرحله سؤالات راه�حل

p|n− ۱ پس ،p|(n− ۱)(n۲ + n+ ۱) و است اول عددی p که آن�جا از که کنيد دقت ابتدا اول. راه�حل .۱
بنابراين و n|p − ۱ مسئله فرض طبق ديگر طرف از و p ≤ n − ۱ بايد ،p|n − ۱ اگر .p|n۲ + n + ۱ يا و

.p|n۲ + n+ ۱ نتيجه در و ندارد امکان حالت اين پس .n ≤ p− ۱

می�دانيم: .t = n+ ۱ می�کنيم ادعا .p = tn+ ۱ که دارد وجود t طبيعی عدد پس ،n|p− ۱

p|n۲ + n+ ۱ ⇒ tn+ ۱|n۲ + n+ ۱ ⇒ tn+ ۱|n۲ + n+ ۱− tn− ۱

⇒ tn+ ۱|(n+ ۱− t)n ⇒ tn+ ۱|n+ ۱− t

.(tn + ۱, n) = (n, ۱) = ۱ که است دليل اين به و اقليدس لم از استفاده با نتيجه�گيری آخرين که
داريم: حالت دو |n+ ۱− t| برای .tn+ ۱ ≤ |n+ ۱− t| لذا و نيست صفر n+ ۱− t ،t ̸= n+ ۱ اگر حال

n+ ۱− t > ۰ ⇒ n+ ۱ ≤ tn+ ۱ ≤ n+ ۱− t < n+ ۱

n+ ۱− t < ۰ ⇒ t < tn+ ۱ ≤ t− (n+ ۱) < t

داريم: حال . t = n+ ۱ پس است. تناقض دو هر که
t = n+ ۱ ⇒ p = tn+ ۱ = n۲ + n+ ۱ ⇒ ۴p− ۳ = ۴n۲ + ۴n+ ۱ = (۲n+ ۱)۲

است. کامل مربع ۴p− ۳ پس
آن�جا از .p|n۲ + n + ۱ که کنيد فرض حال است. اول راه�حل مشابه راه�حل ابتدای دوم. راه�حل
که باشد موجود t طبيعی عدد بايد پس .p = kn + ۱ که می�شود يافت k طبيعی عدد n|p − ۱ که
(به می�گيريم نتيجه� n پيمانه�ی به اخير عبارت طرف دو گرفتن نظر در با .n۲ + n + ۱ = (kn + ۱)t

آن�گاه باشد، s > ۰ اگر .t = sn + ۱ که می�شود يافت s نامنفی صحيح عدد پس ،t ≡ ۱ (n پيمانه�ی
قسمت .p = n۲+n+ ۱ بنابراين .t = ۱ لذا و s = ۰ پس است، تناقض که (sn+ ۱)(tn+ ۱) > n۲+n+ ۱

است. مشابه هم راه�حل آخر

مساوی يا بيش�تر ديگری و ۹۰◦ مساوی يا کم�تر يکی ∠ADC و ∠ADB زاويه�ها�ی بين در که کنيد دقت .۲
در .۹۰◦ ≤ ∠ADC کرد فرض می�توان تقارن دليل به و مسئله کليت از شدن کاسته بدون که است ۹۰◦

داريم: محيطی دايره�ی مرکز خواص به توجه با صورت اين
∠ABO۱ = ۹۰◦ − ∠ADB = ∠ADC − ۹۰◦ = ∠ACO۲

بالا مشابه استدلال با می�کنند. قطع ABC مثلث محيطی دايره�ی روی را يک�ديگر CO۲ و BO۱ پس
.∠O۱AO۲ = ∠BAC = ۶۰◦ بنابراين و ∠BAO۱ = ∠CAO۲ که داد نشان می�توان

لذا ∠O۱DO۲ = ۶۰◦ پس است. (AD منصف O۱O۲(عمود به نسبت A نقطه�ی قرينه�ی D نقطه�ی
و است ∠O۱MO۲ = ۶۰◦ دارد قرار ABC محيطی دايره�ی روی M اين�که به توجه با و ∠O۱NO۲ = ۱۲۰◦

۱



O۱N = O۲N طرفی از دارند. قرار دايره يک روی O۲ و O۱ ،N ،M چهار�نقطه�ی که می�دهد نتيجه اين
وسط از ∠BMC زاويه�ی نيم�ساز که می�دانيم� است. ∠O۱MO۲ = ∠BMC زاويه�ی نيم�ساز MN پس

است. ثابت نقطه�ی يک که می�گذرد ABC مثلث محيطی دايره�ی در BC کمان

برهان به باشند. سيارات اين بين در شده ظاهر فاصله�های همه�ی d۱ < d۲ < · · · < dr کنيد فرض .۳
مرکز به کره�های و کنيد انتخاب دل�خواه به را فضا ستاره�های از يکی .r ≤ ۷۸ که کنيد فرض خلف
ستاره�های از کدام هر ما فرض طبق بگيريد. نظر در را d۱ < d۲ < · · · < dr شعاع�های و ستاره اين
حداقل بايد کره�ها اين از يکی روی لانه�کبوتری اصل طبق پس باشند. کره r اين از يکی روی بايد ديگر
روی ستاره�های از يکی و بگيريد نظر در را کره اين تنها حال باشد. ستاره

⌈
۱۰۶−۱

r

⌉
≥

⌈
۱۰۶−۱
۷۸

⌉
= ۱۲۸۲۱

d۱ < d۲ < · · · < dr شعاع�های با کره� r جديد ستاره�ی اين مرکز به مجدداً کنيد. انتخاب دل�خواه به را آن
دارند، قرار کره r اين روی کره�هاست اين مرکز که ستاره�ای از غير آسمان ستاره�های تمام بگيريد. نظر در
اول کره�ی روی که ستاره�ای ۱۲۸۲۱ بين از که باشد کره�ها اين از يکی کبوتری لانه� اصل طبق بايد پس
۱۶۵ اين که کنيد دقت حال باشد. ستاره�ها از تا ⌈ ۱۲۸۲۰

r

⌉
≥

⌈ ۱۲۸۲۰
۷۸

⌉
= ۱۶۵ حداقل شامل داشتند قرار

باشند. �است دايره يک که آن�ها اشتراک روی بايد پس گرفته�اند، قرار غيرهم�مرکز کره�ی دو روی ستاره
برای کنيم انتخاب دل�خواه به را ۱۶۵تا اين از يکی اگر بگيريد. نظر در را ستاره ۱۶۵ اين تنها نهايت در
هستند. ستاره اين با di فاصله�ی دارای باقی�مانده ستاره�ی ۱۶۴ بين از ستاره دو حداکثر ۱ ≤ i ≤ r هر
تناقض اين نيست. طور اين که باشد ۲×۷۸+۱ = ۱۵۷ حداکثر بايد دايره اين روی ستاره�ها اين تعداد پس
يک اين دوبه�دوی فواصل بين در متمايز ۷۹عدد حداقل و است اشتباه ما اوليه�ی فرض که می�دهد نشان

دارد. وجود سياره ميليون

حرکات و باشيم داشته ۱ × n جدول يک در مهره ۲n−۱ حداقل اگر که می�کنيم ثابت استقرا به ابتدا .۴

۲



يک و کنيم خارج آن از مهره دو بتوانيم داشت قرار مهره يک از بيش� خانه�ای در اگر که باشد اين ما مجاز
آخرين به را مهره�ای نهايت در مهره�ها جابه�جايی با می�توانيم دهيم، قرار راستش سمت خانه�ی در مهره
درست k برای حکم کنيد فرض حال است. بديهی n = ۱ برای حکم اين برسانيم. راست سمت خانه�ی
راست سمت خانه�ی آخرين در مهره�ای ابتدا از اگر داريم. ۱× (k + ۱) جدول يک در مهره ۲k ما و باشد
مهره ۲k حال باشد. خالی خانه اين که می�کنيم فرض پس نمی�ماند. باقی کردن ثابت برای چيزی باشد،
فرض طبق حال می�کنيم. تقسيم تايی ۲k−۱ دسته�ی دو به دارند قرار ۱× k جدول يک در همگی که را
پس رساند. راست سمت از دوم خانه�ی به را مهره يک دسته هر در مهره�ها جابه�جايی با می�توان استقرا
خانه�ی به را مهره يک می�توان مهره دو اين از استفاده با و می�رسد خانه اين به مهره دو حداقل نهايت در

برد. راست سمت
می�رويم. اصلی مسئله�ی سراغ به حال

سادگی به n = ۱ حالت هم باز می�کنيم. ثابت استقرا کمک به بالا به شبيه هم را اصلی مسئله�ی حکم
۲×(k + ۱) جدول يک در مهره ۲k+۱ ما و باشد برقرار k برای حکم که کنيد فرض حال است. بررسی قابل
چيزی باشد ستاره�ای) راست(خانه�ی سمت بالا خانه�ی در مهره�ای ابتدا در اگر بالا مشابه باشيم. داشته
دو می�توان باشد راست سمت پايين خانه�ی در مهره دو حداقل اگر بار اين نمی�ماند. باقی اثبات برای
بايد پس است. حل مسئله باز که کرد منتقل راست بالا خانه�ی به مهره يک و برداشت خانه اين از مهره
اين مهره�های تعداد حسب بر حال دارد. قرار مهره يک حداکثر راست پايين خانه��ی در که کنيم فرض

�می�کنيم. تقسيم حالت دو به را مسئله خانه
اگر حال دارند. قرار ۲ × k جدول يک در مهره� ۲k+۱ همه�ی نباشد، مهره�ای راست پايين خانه�ی در اگر
هر با می�توان استقرا فرض طبق کنيم، تقسيم دل�خواه به ۲kتايی دسته�ی دو به را مهره ۲k+۱ بالا مشابه
از استفاده با حال رساند. بالايی رديف از راست سمت از دوم خانه�ی به را مهره يک دسته�ها اين از کدام

رساند. نظر مورد خانه�ی به را مهره يک می�توان مهره دو اين
دارند. قرار جدول بقيه�ی در مهره ۲k+۱ − ۱ باشد. داشته قرار مهره يک راست سمت پايين خانه�ی در اگر
می�توان راه�حل اول قسمت استدلال طبق که دارد قرار بالايی رديف در ۲k يا لانه�کبوتری اصل طبق پس
قرار آن راست سمت خانه�ی از غير پايينی رديف در مهره ۲k يا و رساند نظر مورد خانه�ی به را مهره يک
خانه�ی به ديگر مهره�ی يک� می�توان شد ثابت راه�حل ابتدای در که حکمی استفاده با باز جا اين در دارد.
دو اين از استفاده با حال و می�گيرد قرار خانه اين در مهره ۲ صورت اين در که کرد اضافه راست پايين

رساند. راست بالا خانه�ی به را مهره يک می�توان مهره

و ،∠BCY = ∠BCX پس است، XY منصف عمود لذا و دايره قطر BC که کنيد دقت اول. راه�حل .۵
.BK = KC بنابراين و ∠KBC = ∠BCY = ∠BCK ،BK ∥ CY که آن�جا از .∠Y BC = ∠XBC

است، متوازی�الاضلاع KCPM که آن�جا از .KX = KP لذا و ∠XPK = ∠XY C = ∠Y XC هم�چنين
از هستند. هم�نهشت CMK و XKB مثلث دو لذا و ∠BKX = ∠MCK ديگر طرف از .KP = CM

است قائمه ∠KMC مثلث دو اين هم�نهشتی به توجه با و ∠BXC = ۹۰◦ است، دايره قطر BC که آن�جا
می�شود. ثابت نظر مورد حکم CY و PB بودن موازی به توجه با باز نهايت در . KM ⊥ Y C و

۳



شرايط تحت می�دهيم نشان يعنی می�کنيم، استفاده کارنو قضيه�ی از حکم اثبات برای دوم. راه�حل
BM ۲ = ،BYM قائم�الزاويه�ی مثلث در فيثاغورس قضيه�ی طبق .BM ۲ − PM ۲ = BK۲ − PK۲ مسئله
PMY مثلث پس .∠Y PM = ∠Y XM = ∠CY P لذا و PM ∥ XC که کنيد دقت .BY ۲ + YM ۲

در .BK = KC و KP = XK که داديم نشان هم اول راه�حل در .PM = MY و است متساوی�الساقين
داريم: BXK مثلث در فيثاغورس قضيه�ی از استفاده و روابط اين ترکيب با نهايت

BM ۲ − PM ۲ = (BY ۲ + YM ۲)− YM ۲ = BY ۲ = BX۲ = BK۲ −KX۲ = BK۲ −KP ۲

کنيم. ثابت می�خواستيم که است چيزی همان که
و معادله در y = ۱ دادن قرار با باشد، f(a) = f(b) اگر است. يک به يک تابعی f می�دهيم نشان ابتدا .۶

داريم: x جای به b ديگر بار و a جای�گذاری بار يک
(a+ ۱)f(f(a)) = a۲f(f(a) + f(۱))

(b+ ۱)f(f(b)) = b۲f(f(b) + f(۱))

 ⇒ a۲

a+ ۱ =
b۲

b+ ۱ ⇒ · · · ⇒ (a− b)(ab+ a+ b) = ۰

بنابراين و a = b می�گيريم نتيجه است، مثبت ab+ a+ b نتيجه در و b و a که اين به توجه با حال
داشت: خواهيم دهيم قرار x۲ −x ،y جای به اصلی رابطه�ی در x > ۱ يک برای اگر است. يک به يک تابع

⇒

⇒

⇒

(x+ (x۲ − x))f(f(x)(x۲ − x)) = x۲f(f(x) + f(x۲ − x))

f(f(x)(x۲ − x)) = f(f(x) + f(x۲ − x))

f(x)(x۲ − x) = f(x) + f(x۲ − x)

f(x)(x۲ − x− ۱) = f(x۲ − x)

درجه معادله�ی که کنيد دقت نهايت در است. شده استفاده f تابع يکی به يک از سوم به دوم خط در
α را ريشه اين اگر حال است. يک از بزرگ�تر آن�ها از يکی که دارد حقيقی ريشه�ی دو x۲ − x − ۱ دوم
مثبت F مقادير که اين فرض با که می�رسيم f(۱) = ۰ به آخر معادله�ی در x = α دادن قرار با بناميم،

ندارد. وجود اصلاً تابعی چنين پس دارد. تناقض هستند

۴


