
  به نام او

  ۱۳۸۳المپياد رياضی کشور، سال  حل سؤالات مرحله اول بيست و سومين راه

 

 . صحيح است) ب(ی   گزينه .۱

سازد مگر اينکه  نيز وجود دارد که در مجموع ضريبی زوج می ی  ، جملهی   به ازای هر جمله
 .خواهد داشت ضريب زوج ی  ، جملهنيز زوج است فرد باشد و ضريب  به ازای حالاتی که . 

,0در نتيجه به ازای  4, 8, 12,   .، فرد هستندضرايبِ  16
  

 . صحيح است) ب(ی   گزينه .۲

های  شم هستيم و تعداد رواُکنيم که در حال حاضر روی سنگ  فرض می. بياييد از آخر مسئله را حل کنيم
). روش ۱(کنيم   م حل میا۷ُابتدا مسئله را برای سنگ . کنيم را يادداشت می ما۷ُمختلف برای رسيدن به سنگ 

 ...م و ا۶ُسپس برای سنگ 

م را محاسبه ا2ُم تا ا1ُهای  سنگهای  تعداد روشم، مجموع اُست که برای سنگ ا در هر مرحله کافی
  :آيد دست میه گونه ب  در نتيجه جواب مسئله اين .کنيم

7: 1	 → 	6: 1	 → 	5: 2	 → 4: 4	 → 3: 7	 → 2: 11	 → 1: 11 

 

 . صحيح است) ه(ی   گزينه .۳

 :ها ممکن است دو حالت برای انتخاب زيرمجموعه

6: تعداد حالات برابر است با. يکی از اعضا در سه زيرمجموعه آمده باشد: حالت اول 60 

  20: تعداد حالات برابر است با. هر عضو دقيقا در دو زيرمجموعه آمده است: حالت دوم

  . است ۸۰ برابر مجموع اين دو حالت يعنی ها روشتعداد کل 

  

 . صحيح است) ب(ی   گزينه .۴



3و يا  3به صورت  برابر صفر يا يک است پس اين چنين عددی ۳بر  ی تقسيم  مانده  دانيم باقی می 1 
 .است

  .عدد اول خواهيم داشت 3در نتيجه تنها به ازای . بخشپذير است ۳بر  : باشد 3اگر به صورت 

3اگر به صورت   5باشد،  4در نتيجه تنها در صورتيکه . : باشد 1
  .عدد اول خواهد بود

  .در مجموع دو عدد با ويژگی سوال وجود دارد

 

 . صحيح است) ب(ی    گزينه .۵

. دايره قرار دارند  ی رئوسش روی محيط نيم  تری مساحت را دارد، همه  که بيش کنيم که چهارضلعی  ابتدا ادعا می
  . دايره باشد  تواند روی قطر نيم  دقت کنيد که حداکثر دو رأس از رئوس چهارضلعی می
جا کرد که   به  توان مطابق شکل زير دو رأس را طوری جا  اگر مطابق شکل زير دقيقاً دو رأس روی قطر باشد، می

  . تر شود  احت چهارضلعی بيشمس

  
توان آن رأس را با يکی از دو سر قطر که از نقاط روی   می) Aمثلاً رأس (اگر هم تنها يک رأس روی قطر باشد

  .چهارضلعی کم نشودتبع آن مساحت  و ABDجا کرد که ارتفاع مثلث   دايره هستند طوری جابه  کمان نيم

  
دقيقاً  Bی  اگر نقطه. به همين ترتيب روی دايره هستند Dو  A ،B ،Cی   حال فرض کنيد چهار نقطه

و به تبع آن مساحت  ABCعوض کنيم ارتفاع مثلث  ACرا با وسط کمان  Bنباشد و  Cو  Aوسط 



با استدلال . برابر هستند BCو  ABترين مساحت را دارد، کمان   پس در مثلثی که بيش. شود مثلث زياد می
  . هم بايد برابر باشند CDو  BCهای   کاملاً مشابه کمان

ی با رئوس روی محيط  احت ذوزنقهترين مس  پس چهارضلعی با بيش

)باشد aبرابر  ABی کمان   اگر زاويه. است دايره  نيم )pa£ £ 30
  : داريم ABCDرو برای مساحت چهارضلعی   مطابق شکل روبه، 
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3ترين مقدار مساحت برابر   پس بيش 3
  . است 4

  
 . صحيح است) ه(ی   گزينه .۶

CDB رو اگر   مطابق شکل روبه  ³  CDBبا توجه به اين که مثلث  ،90

DBCالساقين است بايد   متساوی DCB ACB =  = 1
پس . که امکان ندارد 2

CDB  £ ه  اين نتيجه می. 90 ADCدهد ک  ³ و با توجه به  90

CAD، بايد ADCالساقين بودن مثلث   متساوی ACD ACB =  = 1
با . 2

ها نتيجه   با هم متشابه هستند و نسبت تشابه آن ABCو  BDCهای   توجه به اين اطلاعات از يک سو مثلث

BC.دهد که   می BD BA=2  و از طرف ديگر با توجه به اين کهCD ساز است داريم   نيمAC AD
CB DB

=.  
  :بنابراين
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BCی آخر و با توجه به اين که   که با طرفين وسطين رابطه
AB

> BCای درجه دو برای   ، به معادله0
AB

رسيم که   می 

BCشود   از حل آن نتيجه می
AB

-= 5 1
2.   

  
 . صحيح است) ه(ی   گزينه .۷

گاه   که دست ديگر را قطع کنند به زبان جبر اين موضوع يعنی اين   خاص خط و سهمی يک ,گر برای يک ا

1معادلات 
2

  .گاه جواب دارد   حالاتی را بيابيم که اين دست به اين ترتيب بايد . جواب دارد  

  :کنيم   گذاری می   دوم را در رابطه اول جای ی  رابطه

1
2

			→ … 	→ 2 2 1 2 0 

قطع کردن سهمی و خط به اين معنی است که معادله درجه دو بالا جواب حقيقی داشته باشد و اين معادله 
ديگر را قطع    آن منفی نباشد به عبارت ديگر اگر بخواهيم اين دو هم) Δ-دلتا(زمانی جواب حقيقی دارد که مبين 

  .بالا بايد منفی باشدنکنند مبين عبارت 

Δ 0 →	 2 2 4 1 2 0 

4 4 8 4 8 0 → 4 4 4 → 1 

بنابراين . است شعاع يک به مرکز مبدأدايره به  1در صفحه که  , مجموعه نقاط
مساحت دايره به  ی  ابطهبنابراين مساحت اين ناحيه از ر. شود   نقاط درون اين دايره را شامل می 1

                                                                                                                            :آيد   دست می

 

 . صحيح است) د(ی   گزينه .۸

در صورتی که اين نقاط با يکديگر  .باشد و  ، فرض کنيد که تعداد خطوط افقی، عمودی و مورب به ترتيب 
ی  به ازای هر نقطه. خواهد بود 1ها برابر با  ، تعداد ناحيه)موازی باشند(تقاطعی نداشته باشند 



قاطع در شکل برابر است با تعداد نقاط ت. شود تقاطع بين خطوط يک ناحيه به شکل اضافه می
. 

1
2 2

19 

181
2

 

  :مربعی-است، طبق نامساوی حسابی ۱۸که مجموع اين سه عدد برابر   با توجه به اين  

2
54 ⇒ 6 ⇒ 181 54 127 

  .وجود خواهد آمده ديگر در يک نقطه تقاطع نداشته باشند اين تعداد ناحيه ب   در صورتی که هيچ سه خطی با يک

 . صحيح است )ه(ی  گزينه .۹

ای به شعاع واحد از  کنيم و دايره پيدا می ی واحد روی خط  ای با فاصله به ازای هر نقطه در شکل، ابتدا نقطه
  .خواهد بود ,نقطه نسبت به مرکز و موقعيت  ,بدين ترتيب مرکز دايره . گذرانيم آن می

  
 . صحيح است) د(ی   گزينه .۱۰

ديگر دارند در دو شکل در نظر بگيريم،   ترين فاصله را از يک   در صورتی که تنها نقاطی که بيش :ترين فاصله  کم
 ها همگی برابر با  ی ضلع چون فاصله(دهند  ادغام دو شکل چهار نقطه خواهد شد که تشکيل يک لوزی را می

ترين فاصله زمانی کمينه خواهد شد که شکل مربع باشد که اين فاصله برابر    دانيم بيش در لوزی نيز می). است

 .ديگر عمود هستند   خط است که بر يک   پارهحالت دو  مثال برای اين. است 2√
هر دو نقطه که در شکل نهايی در نظر بگيريد، از مجموع دو نقطه در هر شکل بدست آمده  :ترين فاصله  بيش

خواهد  2ديگر حداکثر    ها از يک   ی آن پس در مجموع فاصله. واحد فاصله دارند ديگر حداکثر    است که از يک
  .ديگر هستند   مثال برای اين حالت دو خط است که موازی يک .شد

  
 . صحيح است) د(ی   گزينه .۱۱



شود و از  اين حکم به سادگی با استقرا اثبات می. است  عدد اول تشکيل شده !دقيقا از ضرب  هر عدد در 
توانيم هر عددی را به عوامل اولش تقيسم کنيم و  وجود دارد چرا که می طرفی هر عدد با اين ويژگی نيز در 

2ها تنها  در بين گزينه. آن را بسازيم !6است که تعداد عوامل اولش  3   .باشد 120
  

 . صحيح است) ب(ی   گزينه .۱۲

 :رسيم  ی زير می  سازی روابط به معادله   با ساده

1
⇒ 1  

از  ی بالا  ها تقسيم کنيم تا نسبت به هم اول باشند، در رابطه  م آن.م.را بر ب yو  xاگر  .3 به وضوح
پس سمت چپ تساوی هم بايد بر اين دو عدد بخشپذير . پذير هستند  بخش و  طرفی سمت راست تساوی بر 

در  .)م نسبت به هم اول هستند.م.بعد از تقسيم به ب yو  x(.|و  |شود  بدين ترتيب ثابت می. باشد
  :نتيجه

⇒ 4 

 . صحيح است) د(ی   گزينه .۱۳

هم  BCی مرکز ارتفاعی نسبت به خود ضلع   ها نشان داد که قرينه  توان به سادگی و با اندکی برابر زاويه  می
(HDEی تالس در مثلث   با توجه به قضيه. ناميم  می Eرا   اين نقطه. گيرد  ی محيطی مثلث قرار می  روی دايره
H توان نتيجه گرفت   می.) مرکز ارتفاعی استDE BC و بنابراين داريم :  

 DAC DC BE BAD B = = = - = 
1 1 90
2 2

   

 

 . صحيح است) د(ی   گزينه .۱۴

 :فرض کنيد . را بدست آوريم کنيم  در ابتدا سعی می

1
⇒ ⇒  

⇒ 	 ⇒
	

 



 . صحيح است) ب(ی   گزينه .۱۵

2باشد، تعداد خطوط افقی و عمودی برابر با  و  در صورتی که تعداد تاهای افقی و عمودی به ترتيب  1 
2و  در نتيجه اگر تعداد خطوط در انتها ). شود به ازای هر خط اضافه تعداد نواحی دو برابر می(خواهد بود  1

 :باشد داريم ۳۱۸برابر با 

2 2 320 101000000 ⇒ , 6,8 ⇒ 14 

 

 . صحيح است) ه(ی   گزينه .۱۶

 :شکل نهايی اين سوال از چند بخش تشکيل شده است
 ۲مستطيل که عمود بر مربع ساخته شده است به حجم  يک مکعب. 
 4اند به حجم  های مربع ساخته شده چهار نيم استوانه که به محوريت ضلع 2 π. 

 دهند به حجم  ی کامل را تشکيل می چهار تا ربع کره که يک کره. 

2: حجم شکل برابر است با پس در مجموع 1  

  

توانند به  در صورتی که مجموع هفت رقم برابر با عددی شود که دو رقم ديگر را داراست، اين هفت رقم می  .۱۷
 .در نتيجه پاسخ مسئله بر اين عدد بخشپذير است. چيده شوندحالت مختلف  ۷= ! ۵۰۴۰

بقيه، از اين دو رقم  است بايد دو رقم را حذف کنيم که مجموع ۴۵برابر با  ۹تا  ۱با توجه به اينکه مجموع ارقام 
  .شکل گرفته باشد

  تواند چنين  خواهد شد که نمی ۴۱حذف شده و مجموع کمتر از  ۴عدد : باشد ۴اگر دهگان مجموع
  .باشد

  آيد ی زير بدست می رقم بعدی از رابطه: باشد ۳اگر دهگان مجموع:  

30 42 	 ⇒ 6 

  هفت رقم  مجموع است و در هيچ صورتی ۲ يکی از ارقام حذف شده: باشد۱و يا  ۲اگر دهگان مجموع
 .نخواهد شد ۳۰کمتر از 

  



 .صحيح است) ب(ی  گزينه .۱۸
2نمايش دهيم، پس از حرکات فوق به  1در هر مرحله اگر عدد را به صورت   1 ،3 1 ،

4 5و يا  1 نيز تشکيل شده است، در ابتدا  ۵و  ۳و  ۲تنها از  پس اگر در انتها . شود تبديل می 1
 .بايد مضربی از اين اعداد باشد

ضمناً به سادگی  .خواهد بود ۱۱پس پاسخ برابر با . اين ويژگی را دارد ۱۲- ۱=۱۱های داده شده تنها  بين گزينه
  . توان به عدد خواسته شده رسيد  و تعدادی بار انجام اين عمل می ۱۱توان نشان داد که با شروع از عددد   می

   

 . صحيح است) ب(ی   گزينه .۱۹

,∞ی  باشند که در بازه  ی  توانند در دامنه تنها اعدادی می ی  بازه ی تابع  در نتيجه دامنه. باشند 1
∞, به  چنين و هم. خواهد بود 0,1ی  بازه  در نتيجه دامنه و برد تابع. و برد آن اعداد نامنفی است 1

 .است 0,1ی  پس پاسخ بازه. شود ازای توابع بعدی نيز اين دامنه و برد حفظ می
 

 . صحيح است) ب(ی   گزينه .۲۰

 :ست که به چند نکته دقت کنيما در اين سوال کافی

  .ارتفاع آب در طول زمان همواره صعودی است -

  .شيب نمودار در هر لحظه تابعی نزولی از مساحت هر قطاع ظرف است -

تا به (نتيجه ابتدا شيب بايد زياد باشد و به مرور زمان کم شود  در
و سپس دوباره ) ی ظرف که بيشترين مساحت را دارد برسد ميانه

  .بايد شيب افزايش پيدا کند

  .اين ويژگی را دارد )ب(ی  با توجه به موارد فوق تنها گزينه

  

 . صحيح است) ج(ی   گزينه .۲۱

AXقطر دايره است،  XYدقت کنيد که با توجه به اين که  AY^  وXB BY^ پس مرکز ارتفاعی ،
  حال دقت کنيد که . است AYو  XBهمان محل تقاطع  PXYمثلث 



AHB XBY AYB AOB    = += +  =9 1
2

0 120   

درجه ۱۲۰ی   پس مرکز ارتفاعی روی کمان درخور زاويه

3ای به شعاع   روی دايره Hپس . قرار دارد ABخط  پاره
3 

دقت کنيد که حالتی که در بالا بررسی شد مربوط . (قرار دارد
های ديگر بايد   به همين ترتيب قرار گرفتن نقاط بود، در حالت

وضعيت جداگانه بررسی شود که باز به همين جواب 
  .) رسيم  می

  
  
 

 . صحيح است) الف(ی   گزينه .۲۲

عدد ديگری به  به صورت  يکنوا به ازای هر عدد. کنيم بين اعداد با ويژگی ياد شده پيدا می تناظری
10صورت  10 10 حال مجموع اين . کنيم که يکنوا است انتخاب می 10

ضرب  ۱۱۱۱۰در عدد پس بايد تعداد کل اعداد صعودی چهار رقمی را بيابيم و . است ۱۱۱۱۰دو عدد برابر با 
 .دست آيده کنيم تا مجموع کل ب

9
4

11110 1399860 

 

 . صحيح است) ج(ی   گزينه .۲۳

 Cو  Bها از نوع  در مراحل زوج تمامی باکتری. گيرد مرحله تغيير نسل صورت می ۳۰ ساعت مجموعاً ۱۰در 
 .خواهند بود Aها از نوع  هستند و در مراحل فرد تمامی باکتری
و دو برابر تعداد ) ی صفرم به جز مرحله(برابر هستند  Cبا نوع  Bهای نوع  همچنين در مراحل زوج تعداد باکتری

در دو  Aهای نوع  برابر تعداد باکتری A، ۳های نوع  در مراحل فرد نيز تعداد باکتری. ی قبل های مرحله باکتری
ها   دهد که تعداد آن رخ می ی فرد مرحله ۱۵شده در های خورده  در نتيجه تعداد گلبول. مرحله قبل خواهد بود

  :به صورت زير است



0 2 6 ⋯ 2 3 2
3 1
3 1

4782969 

 

 . صحيح است) ج(ی   گزينه .۲۴

 :آيد دست میه ی دوم ب از معادله

 

  :در نتيجه داريم  

3 3 2 2  

2 2 ⇒ 2 2 2 3  

 

 . صحيح است) ب(ی   گزينه .۲۵

 .است ۳کنيم جواب مسئله  ثابت می
داشته باشند،  ۱۱×۱۷ ی ثابتی در تقسيم بر مانده  شرط دوم مسئله معادل با اين است که هر دو عدد که باقی

برابر  ۱۷و  ۱۱شان بر  مانده  رنگ خواهيم داشته که باقی  صورت دو عدد ناهم چون در غير اين. رنگ شوند  بايد هم
آميزی شوند و  که از دو رنگ استفاده کنيم، با توجه به شرط اول اعداد بايد يکی در ميان رنگ در صورتی. است

  .متفاوت خواهد بود ۱۸۸و  ۱در اينصورت رنگ اعداد 
باشد را  ۱۸۶بر برا ۱۱×۱۷ی  شان به پيمانه مانده که با رنگ سومی داشته باشيم، اعدادی که باقی صورتی ولی در 

تيب شرايط مسئله برقرار بدين تر. کنيم و باقی اعداد را يکی در ميان با دو رنگ ديگر با رنگ سوم، رنگ می
  .خواهد شد

  
 . صحيح است) د(ی   گزينه .۲۶

  :پس . می دانيم که تابع سينوس بين يک و منفی يک است

1 sin

  .حالت داريمحال دو 



0) الف  و در غير اين صورت . باشد معادله جواب نخواهد داشت 3دانيم که اگر   در اين حالت می 3

0 3 ⇒ 0 1 ⇒ 0  

0چنين چون   و هم sin: پس برای تابع سينوس هم خواهيم داشت 3 و در نتيجه معادله به  0
  :صورت زير در خواهد آمد

يکی . کنند تابع در سه نقطه با هم برخورد میاين دو . تقاطع بدهيم sinبا تابع  حال کافی است نمودار خط 
  .های صفر و مثبت آن قابل قبول است  فقط در جواب. ی در صفرمنفی و ديگر ی  يکی در ناحيه ،مثبت ی  در ناحيه

  
3اگر  ) ب   :دانيم که  در اين حالت می. باشد 0

 3 0 ⇒ 1 0 ⇒ 1  
3و همچنين چون  sin: پس برای تابع سينوس هم خواهيم داشت 0 و در نتيجه باز هم  1

  :معادله به صورت زير در خواهد آمد

 ی  يکی در ناحيه. کنند  تابع در سه نقطه با هم برخورد میاين دو . تقاطع بدهيم sinبا تابع  حال نمودار خط 
پس در مجموع سه . فقط در جواب منفی آن قابل قبول است. در صفر یمنفی و ديگر ی  يکی در ناحيه ،مثبت

  .جواب خواهيم داشت
  

 . صحيح است) ج(ی   گزينه .۲۷

 الزاويه   در اين حالت باز هم مثلثی قائم! اگر فرش زير پای را می کشيم که چروک پديد آمده از بين برود
قطر دايره کاهش  ی  به اندازه . کند تغيير می است ولی مقدار  6که در آن را خواهيم داشت 

10: بنابراين. شود اندازه نصف محيط دايره اضافه می يافته و به : که داريم 2
ترين مسير بين دو نقطه خط مستقيم خواهد  و چون کوتاه 10فيثاغورس  ی  حال طبق قضيه 8
  .برساند به  ود؛ پس او بعد از چين خوردن دوباره فرش بايد در خط مستقيم قبلی حرکت کرده و خود را از ب
 



 . صحيح است) ه(ی  گزينه .۲۸

های با مختصات صحيح برسد لازم و کافی است که   ی خانه  ها به همه  برای اين که مهره بتواند با اين حرکت
)های    ها به خانه  بتواند با اين حرکت , )و  10( , )0  dو  a ،b ،cمعادلاً بايد اعداد صحيح مثبت يا منفی . برسد 1
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  که اين روابط هم به بيان ديگری يعنی
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دهد ماتريس   که اين هم نتيجه می
m n
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  اما . باشد 1دترمينانش 
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mکه از بين  n-  وm n+ +  تواند عددی فرد ها نمی  ضرب آن  پس حاصل. يکی زوج و ديگری فرد است 1
  . پذير نيست  صحيح اين عمل امکان nو  mپس برای هيچ . باشد
 

 . صحيح است) الف(ی   گزينه .۲۹

. است تر از   کم ی  ای از درجه  جمله  يک چند 	که در آن . 
  .باشد ۵از  تر  بايد کم  ی  يعنی درجه

1دانيم که   از طرفی می   :بالا خواهيم داشت ی  در معادله ۱که در نتيجه با قرار دادن  0

 

1پس بايد    .اين خاصيت را دارد )الف( ی  باشد که فقط گزينه 0
 

 . صحيح است) ج(ی   گزينه .۳۰

های اين چون هر دو با تغيير تمام کليد. دهر دو زرد هستن ۳۲۳و  ۳۳۲بنابراين . سبز هستند ۲۱۱قرمز و  ۱۱۱
  .داشته باشند) که زرد است(اند و بايد رنگی غير از سبز و قرمز   آمدهدست ه دو حالت ب



سبز است چرا که  ۲۲۱پس . زرد هستند ۳۲۳سبز و  ۲۱۱قرمز باشد، چون  ۱۳۲با همين استدلال بايد 
  .رنگ باشد  هم ۳۳۲و  ۱۳۲تواند با   نمی

 


