
(83-1) ابرعدد
دقیقه 150

به متناهی دنبالهای n مبنای در نامنفی صحیح عدد یک نمایش باشد. طبیعی عددی n > 1 کنید فرض

از تعمیمی واقع در n مبنای در ابرعدد یک هستند. f0;1; : : : ; n� 1g عضو aiها که است ak : : : a1a0 شکل

عضو aiها که است : : : a2a1a0 شکل به نامتناهی چپ از دنبالهای n مبنای در ابرعدد یک است؛ نمایش این

هستند. f0; 1; : : : ; n � 1g
صحیح اعداد مجموعهی شامل Nn میدهیم. نمایش Nn با را n مبنای در ابرعددها همهی مجموعهی

توجه نکته این به است. تعمیم قابل Nn روی ضرب و جمع اعمال که دید میتوان راحتی به و است نامنفی

سمت رقم k است کافی عدد، دو حاصلضرب) (یا حاصلجمع راست سمت رقم k دانستن برای که کنید

است. ضرب و جمع عمل دو به مجهز Nn اکنون پس بدانیم. را عدد دو آن :راست : : a2a1a0=a�1a�2 : : : a�l شکل به موجوداتی Qn اعضای میدهیم؛ توسعه نیز را Nn ممیز، کردن اضافه با

از پس است. تعمیم قابل نیز Qn روی ضرب و جمع است). متناهی ممیز راست سمت ارقام (تعداد هستند

ثابت را آنها نیست لازم کنید. توجه زیر گزارههای به ،Qn و Nn روی ضرب و جمع تعمیم چگونگی درک

کنید.

میشود. پخش جمع، روی ضرب و هستند جابجایی عمل دو ضرب و جمع .1 گزاره

است. ضرب خنثای عضو
 �0 1 و جمع خنثای عضو

 �0 .2 گزاره

. x + y = �0 که طوری به y دارد وجود x هر ازای به یعنی دارد، قرینه عضو هر Qn و Nn در .3 گزاره

دهید. جواب زیر سؤالات به حال

دارد؟ ضربی وارون x شرایطی، چه تحت .(x 2 Q n) x 2 Nn کنید فرض الف)

y؟ = 0 یا x = 0 میشود نتیجه xy = 0 از nهایی چه ازای به ب)

آماب نهبهجوتابتهاسدلا آن دارد.مرارزش ه

ه ایدث) از لتساهnQواهnNرتاخاستنخناشسئلهمنف اثذو هباا بلاعقیقتیحرت چروه درهآن

ن دهشات) درجملهجندچرهیدن از دارد.شهری2dثراکدح10Qدرdیهای

درجملهجندچره از اعبایرضهکdیهای حدانQیضاآن دارد.nQدرشهریdثراکد،

ف کرپ) ایnنیدض نy=0ایx=0ددهتیجهنnQ،0=xyدرهکدشابیتصاخندارای دهشا. یدن



(83-2) شبکهای شکلهای برای محیطی برابری مسئلهی
دقیقه 45

که آنجایی از بنابراین و دارد را محیط کمترین دایره برابر، مساحت با شکلهای تمام بین از که Fمیدانیم مساحت نسبت صفحه در F شکل هر برای است، 14� عدد با برابر دایره در محیط، مربع به مساحت نسبت

است. 14� مساوی یا کوچکتر F محیط مربع به

روی مذکور اشکال (رئوس بگیریم نظر در را مشبکه صفحهی روی شکلهای اشکال، همهی جای به اگر حال

میتوان 14� جای به که عددی بهترین است)، عرضها و طول محور دو موازی آنها اضلاع و شبکه رئوس

میآید؟ دست به شکلهایی چه ازای به عدد این و است عددی چه گذاشت



(83-3) طلایی مجموعههای
دقیقه 90

nامین اگر تنها و اگر m$ n میکنیم: تعریف صورت این به طبیعی اعداد مجموعهی روی را $ رابطهی

میشماریم.) چپ سمت از را (رقمها باشد. 1 ،n دودویی بسط رقم mامین یا و باشد 1 ،m دودویی بسط رقم

.m 6$ n مینویسیم نباشد m$ n اگر

ناتهی، که U; V � A هر برای باشد. داشته را زیر خاصیت اگر میگوییم طلایی را A � N مجموعهی

.z 6$ y و z $ x آنگاه y 2 V و x 2 U اگر که دارد وجود z 2 A مجزایند، و متناهی

است. طلایی مجموعهای اول، اعداد مجموعهی دهید نشان الف)

مجموعههای از یکی دستکم باشد، اول اعداد مجموعهی از افرازی P1; P2; : : : ; Pk اگر کنید ثابت ب)

است. طلایی مجموعهای ،P1; P2; : : : ; Pk



(83-4) مثلثی کاشیکاری
دقیقه 45

نیستند. همشکل لزوماً کاشیهای این کردهایم. فرش قائمالزاویه مثلث شکل به کاشیهایی با را واحد Sمربع را مربعها این مساحتهای مجموع نمایید. رسم داد، جای میتوان کاشی هر در که را مربعی بزرگترین

بنامید.

آورید. دست به را S کمینهی و بیشینه مقدار الف)

میشوند؟ حاصل بالا خواص با کاشیکاریها کدام توسط کمینه و بیشینه مقادیر ب)



(83-5) یک و صفر بردارهای
دقیقه 150

کنید Vفرض = f(x1; : : : ; xn)jxi 2 f0; 1gg
با که را y = (y1; : : : ; yn) و x = (x1; : : : ; xn) بردار دو مجموع میگوییم. بردار یک V عضو هر به

به جمع xi + yi از منظور که میکنیم تعریف (x1 + y1; : : : ; xn + yn) صورت به میدهیم نشان x + y
بردار و f1; 2; : : : ; ng مجموعهی روی � جایگشت برای .(1 + 1 = 0 (یعنی است yi و xi اعداد 2 پیمانهی

میکنیم. تعریف (x�(1); : : : ; x�(n)) صورت به را x� بردار ،x = (x1; : : : ; xn)
که بردارهایی تعداد کنید ثابت باشند. داشته اختلاف مؤلفه k در دقیقاً y و x بردار دو کنید فرض الف)

با را تعداد این دارد. بستگی k و n به فقط باشند داشته اختلاف مؤلفه n2 از بیش در y و x بردار دو هر با

میدهیم. نشان �k با خلاصه طور به یا �k(n)
کنید ثابت �1ب) = �2 > �3 = �4 > �5 = �6 > : : :

.k زوج اعداد برای �k > �k+1 و k فرد اعداد برای �k = �k+1 یعنی

که ویژگی این با باشد یکبهیک تابعی f : V �! V و n = 4k + 3 یا n = 4k + 2 کنید فرض پ)

اختلاف مؤلفه n2 از بیش در f(y) و f(x) اگر تنها و اگر دارند اختلاف مؤلفه n2 از بیش در y و x بردار دو

.f(x) = v + x� ،x 2 V هر برای که دارند وجود � جایگشت و v 2 V بردار کنید ثابت باشند. داشته



(83-6) 3=14 شهاب
دقیقه 60

شده شلیک آن سمت به که را هدفی v ثابت سرعت با که است شده طراحی طوری 3=14 شهاب موشک

فرض است. v برابر آن طول و هدف سمت به موشک سرعت بردار لحظه هر که معنی این به میکند؛ دنبال

مکان به توجه با باشد. حرکت حال در مستقیم مسیری روی ،v0 � v که ،v0 ثابت سرعت با هدف کنید

میکند؟ اصابت هدف به موشک صورتی چه در موشک شلیک



(83-7) ساده اشکال
دقیقه 75

نتراشمهابًاولا ثندشابتهاشداک .دشابAتحسام0=99ابرابربللااقاآنهتحسامهعجمومًیاناو

ثفال صاسکلیشAراگنیدکتبا) در مدشابفحهده توتی، دایعدان قرادی آن درون طره داد کوار هری

واققدمهبa،aSدنرککچوکاب نکدیزنSعیار د.وشیمرتکدیزو

هندآییم و شوطمین، اجهکییاهکلر اشتمااز و تترع و بکااشنایلضفااک مووجهل بندآیید به، لااروش

دایاهلعیضندچ باههر، شرتلیکتیحایاهیضیی، نهکییاهکل، درونیهحااز دووجهبستهبمخکییی

مSازخمینیتهکدآییمتدسهبaSارقدمنیمک بتاسAکلشتحسا، شر. ساهکلای مای ،(!) ًثلاده

ن در شلاًماکهکمییرگیمظررا گرقAکلدرون اگدانتهفرار مجمومر. ماهعبرمنایتحساع بهسحارا

یAکلش روی شفحهصکرا باهعبرمابجینطری ضوطهی مرقaلعل فیمدهیار مقطو ییاهعبرآن

صکلیشAراگ بدشابفحهدر تر، متحسامخمینای روشوتیآن از کرد.تفادهاسزیران

.یستنرتیشبAتحسام

نتاسyوxیلهصاف دهشا. شA(f(وAراگیدن صاسکلدو در ماآنگندشابفحهده ازA(f(تحساه

نیچه زیقطهدو را ناای یندکمید هربعنی؛ ف;2R2yxرای ازهیدانهبثراکدحy(f(وf)x(یلهصا،

ف کرب) پکیهبکیتیشگان2R!�2R:fنیدض ایهکدشاباشوو یلهصافهکتاسیتصاخندارای



(83-8) باران
دقیقه 45

طبیعی باریدهاست؛ باران بعدازظهر 7 تا ظهر 12 ساعت از شمالی شهرهای از یکی در بهاری روز یک در

در ساعت 1 مدت به کدام هر همسایه تعدادی باشد. نباریده باران زمان از بازههایی در است ممکن که است

از بیش ساعت، 1 این در که کردهاند مشاهده و دادهاند قرار باران زیر را استوانهای تشتی ساعته، 7 بازهی این

زیر تشت یک دستکم ساعت، 7 این از لحظه هر در بدانیم اگر نشدهاست. جمع تشت در آب میلیمتر 10
باریدهاست؟ باران میلیمتر چند حداکثر مدت این در بودهاست، باران
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