
   

  به نام او

  ۱۳۸۲حل سؤالات مرحله اول بيست و دومين المپياد رياضی کشور، سال  راه

  . صحيح است) ه( ی گزينه .۱
)فرض کنيد  )y f x= ی  ابتدا با توجه به اين که نقطه. تابع مورد نظر باشد( , )0 روی نمودار قرار دارد، بايد  0
( )f =0 کند که نه زوج است  اين نمودار تابعی را مشخص می  .ها اين شرط را برآورده کنند ی گزينه که همه 0
که به ) ج( و) ب( ،)الف(های   پس گزينه.) ها تقارن داردyزيرا نه نسبت به مبدأ مختصات و نه محور (و نه فرد

  . توانند جواب مسئله باشند ترتيب توابعی فرد، زوج و زوج هستند نمی
)بايد  xطبق نمودار سؤال برای هر عدد حقيقی مثبت  )f x به جای ) د( ی مثبت باشد، اما اگر در گزينهx ،

p
  :قرار دهيم داريم 2

cos cos
x

x
p p

p+ - = + - = - <
2 2 2

1 1 1 0
10 40 40

   

در زير نمودار مربوط به . است) ه( ی تواند جواب مسئله باشد و جواب درست گزينه هم نمی) د( ی پس گزينه
  . بينيد چهار تابع ديگر را می

sin.. ی الف گزينه
x

y x=
2

10
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tan). ی ب گزينه )xy =
2

10   

  

)cos. ی ج گزينه )x y = -
2

10 1   

  

cosx y.  ی د گزينه x= + -
2

10 1   
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xی صفر که کسر  اگر به نمودار صورت سؤال حول نقطه: توضيح 2

جا بسيار کوچک است، دقت کنيد  در اين 2
sinyدر شکل زير نمودار پايينی مربوط به (.بينيد می sinxنموداری شبيه به  x=  و نمودار بالاتر مربوط به

  .)است) ه( ی گزينه

  

sinxنمودار : توضيح x+
2

xاز جمع کردن نمودار دو تابع  10 2

يعنی به تعبيری . آيد به دست می sinxو  10

xروی نمودار  sinxکاملاً غير دقيق بايد نمودار  2

sinxقرار گيرد تا به نمودار  10 x+
2

  . برسيم 10
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 . صحيح است) ه( ی گزينه .۲

طرفين عبارت را در . استفاده کنيم کند که بايد از اتحاد چاق و لاغر  نمايی می صورت سؤال کاملاً ما راه
( ) ( )x x= + - -3 1 xبرای  aصرفاً برای راحتی در نوشتن از نماد . کنيم ضرب می 2 + برای  bو از  1

x -  . کنيم استفاده می 2

(

)(

)( )a b a b ab b

a b

a

ab

b a

ba

- + + + +

=

= -

´ + + + + =

1384 1384 1383 1382 1382 1383

1383 1382 1382 1383 03



  

 

aپس  b=1384 aو لذا  1384 b=  و ياa b= ها با استفاده از متغير اصلی مسئله  ی اين عبارت با ترجمه. -
x ،xيعنی  x+ = -1 xو يا  2 x+ = -1 =حالت اول به . 2 -1 شود که امکان ندارد،  منجر می 2

xاما از حالت دوم جواب  = 1
  . آيد که تنها جواب مسئله است به دست می 2

 

 .صحيح است) ه( ی گزينه .۳

( )

( ) ( ) ) ( )

)

(

( ( )

c

c c c c c

c c c

C A B C A B C

E A B B C

D

F B B C

B B

D E D A

C BA A

Ç = - Ç = Ç Ç

Ç = - Ç - Ç Ç Ç =

Ç Ç È =

= -

= Ç

= =

 

  . پس به وضوح حکم مسئله برقرار است
  . بسيار سودمند است تیاستفاده از نمودار ون در چنين سؤالا. ۱توضيح 
}. ۲توضيح  , }A = 1 2 ،{ , }B = 2 }و  3 }C =   . های ديگر است ی گزينه مثال نقضی برای همه 2

 

 . صحيح است) د( ی گزينه .۴

xبرای ايجاد  ها  آن های  پرانتز مسئله يکی از جملات انتخاب شود طوری که مجموع توان ۴بايد از هر کدام از  5
  . باشد ۵برابر 

+xxکدام از دو پرانتز  از هيچ +4 xی  تواند جمله ، نمی81 زمان از هر  توان هم انتخاب شود و ضمناً نمی 8

xها  دوی آن   . شود تر می بيش ۵ها از  انتخاب کرد زيرا در هر دو صورت مجموع توان 4



۱۳۸۲اول بيست و دومين المپياد رياضی کشور، سال   حل سؤالات مرحله راه  

5 
 

+xxاگر از يکی از دو  +4 xی  ، جمله81 اين  را انتخاب کنيم و در ۱ايد لزوماً انتخاب شود از ديگری ب 4
هر کدام بنابراين چهار حالت داريم که . بايد انتخاب شود x2و از ديگری  مانده از يکی از دو پرانتز باقیحالت 

  . شوند می x58و در مجموع  x52ی  منجر به يک جمله

+xxاگر از هر دو پرانتز  +4 انتخاب کنيم که مجموع   انتخاب شود بايد از دو پرانتز ديگر دو جمله ۱، 81

)(برابر  x5باشد پس در اين حالت ضريب  ۵ها  های آن توان ´ + ´ + ´ =6 2 5 3 42 1   . شود می 56

+در مجموع  x5يعنی ضريب  =56 8    .است 64
 

 . صحيح است) الف( ی گزينه .۵

تری به ناصر برسد  را انتخاب کرده باشد، در اين صورت منصور برای اين که امتياز کم aفرض کنيد ناصر عدد 

),قرار دهد تا  yکند عددی را به جای  سعی می )f y y ya a a a+= - + - +2 22 2 ترين  کم 1
 yترين مقدار آن وقتی است که  است که کم yی درجه دوم برحسب  اين عبارت يک رابطه. مقدار ممکن شود

aبرابر  a-- =2
),ترين مقدار برابر است با  باشد و اين کم 2 )f a a a a= - + +22 2 ا فرض يعنی ب. 1

a به  aکند ناصر با انتخاب  که منصور خوب بازی می اين a- + +22 2  aپس ناصر بايد . رسد امتياز می 1
ترين مقدار اين عبارت زمانی است  بيش. ترين مقدار ممکن خود باشد را طوری انتخاب کند که اين مقدار بيش

برابر  aکه 
( )´ -

=- 2 1
2 2 (ترين مقدار برابر است با  و اين بيش2 (( )- + + =21 1 3

2 2 222 1 .  

 

 . صحيح است) الف( ی گزينه .۶

  : با تقسيم کردن خواهيم داشت

( )( )( ) ( )ax x x xx a b x bb+ - ++ = + - + + + -3 2 93 11 33  
  . مانده بايد متحد با صفر باشد پذير باشد، باقی ليه بخشع اگر طبق فرض مقسوم بر مقسوم

( ) ( )

( ) ( )
a b a b

b b

a b

a b x

b b b

b

ì - + =  = - +ïïïº  íï - =  =ïïî

 + = - + + = - +

- + +

= - + = - + =

-

-

9
9 0 9

0 11 3 0
3

12 9 2 9 3 9 3 9

1

1

3

8
3
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 .صحيح است) د( ی گزينه .۷
با هم برابر  BAو  ABلزوماً (جايی ندارد شود اما خاصيت جابه ها روی جمع پخش می دانيم ضرب ماتريس می

)، پس .)نيستند )( () )A B A B A AB BA BA B = + + ++ = + +2 ی اين  با مقايسه. 2
ABفهميم  رابطه با  فرض مسئله می BA= و لذا  

xy

x xy x
AB

y y

x x
BA

y y xy

xy

üé ù é ù é ù ï+ + ïê ú ê ú ê ú ï= = ïê ú ê ú ê ú+ ïê ú ê ú ê úë û ë û ë û ïïïýïïé ù é ù é ù+ ïïê ú ê ú ê ú= = ïê ú ê ú ê ú ï+ + ïê ú ê ú ê ú ïë û ë û ë û þ

 + =  =

1 1 1 1 1
1 1 1 1 2

1 1 1 2 1
1 1 1 1

1 2

1

1  

 

 . صحيح است) ج( ی گزينه .۸

در دو . ناميم ی مرکزی می ی ديگر مجاور هستند را دايره ی وسط که هر کدام با سه دايره دو دايره. حل اول راه
های مرکزی يکی باشد زيرا در غير اين صورت حرفی وجود دارد که  سان بايد برچسب دايره گذاری يک برچسب

گذاری ديگر  ی مرکزی است و با سه حرف ديگر مجاور است اما در برچسب گذاری در دايره يکی از دو برچسب در
  . تنها با يک حرف مجاور است

!گذاری ابتدا به  بنابراين برای مشخص کردن يک برچسب
! !

( , )C
´

= =6
2 46 2 های  حالت دو حرف دايره 15

کنيم که مجاور حرفی باشد  را انتخاب می  از چهار حرف باقی ماندهکنيم، سپس دو حرف  مرکزی را انتخاب می
اين کار به .) شود ظاهر می... و cزودتر از  b ،bزودتر از  a(شود با ظاهر می که زودتر در الف

!
! !

( , )c
´

= =4
2 24 2 . گيرند مانده قرار می ی باقی هم در دو دايره  مانده دو حرف باقی. پذير است حالت امکان 6
´پس در کل  =15 6   .گذاری داريم برچسب 90

  
ها  گذاری گذاری با هم متقاوت هستند، تعداد کل برچسب اگر فرض کنيم هر دو برچسب. حل دوم راه

! =6 هايی که طبق  گذاری گذاری خاص مثل شکل زير تعداد برچسب برای يک برچسب. شود تا می 720
  .شماريم سان هستند می تعريف مسئله با آن يک

. های مرکزی باشند بايد در دايره bو  aهای  گذاری باز هم حرف سان با اين برچسب گذاری يک در هر برچسب
ها برای قرار دادن  در هر کدام از حالت. به اين که کدام حرف سمت چپ قرار گيرد دو حالت داريم  پس بسته

هم  bی  های مجاور به دايره های دايره دو حالت و برای قرار دادن حرف aی  های مجاور به دايره های دايره حرف
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با ). با احتساب خودش(گذاری وجود دارد گذاری مشابه با اين برچسب برچسب ۸پس در کل . دو حالت داريم
گذاری مشابه دارد، تعداد کل  برچسب ۸گذاری  توجه به اين که با استدلال مشابه همين هر برچسب

720=های متفاوت  گذاری برچسب
8   .است 90

  
 . صحيح است) الف( ی گزينه .۹

2´شکل زير چهار مستطيل  8´را در جدولی  3 کند، طوری که هيچ مستطيل ديگری در  مشخص می 8
  .جدول جای نگيرد

  
  

2´کنيم به هر صورت که سه مستطيل  حال ادعا می توان يک مستطيل ديگر هم  در جدول قرار دهيم، می 3
2´هر مستطيل . ی جدول زير مشخص هستند دقت کنيد به چهار شکلی که در گوشه. در جدول قرار داد 3 

تطيل داشته باشم يکی از پس اگر تنها سه مس. ی مشترک دارد ای خانه حداکثر با يکی از اين چهار شکل گوشه
های آن پوشيده نشده است، و به وضوح در اين شکل يک مستطيل  ها هست که هيچ کدام از خانه اين گوشه

´2   . گيرد قرار می 3
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 .صحيح است) ب( ی گزينه .۱۰

دارد که  aعليهی مثل  اگر اين طور نباشد مقسوم. اول است nکنيم هر عدد طبيعی خوب مثل  ادعا می
a n<   طبق فرض مسئله.  1>

,a n a n

a n

ü+ + + + ïïýï+ þ




ï

7 1 7 1 2
7
7

7 2   

pخوب است اگر  pحال يک عدد اول . که اين يک تناقض است +7 تر از  چنينیِ کم ، که اعداد اول اين1
}، تنها ۱۰۰ , , , }13 41 83    .هستند 97
 

 . صحيح است) ه( ی گزينه .۱۱

kاگر 
kp p paa a1 2

1 2  ی  تجزيهn  ،به عوامل اول باشد( )S n  را برابر مجموعka a a+ + +1 2  
)شود،  که در فهرست ظاهر می nکنيم برای هر عدد طبيعی  ادعا می. کنيم تعريف می )S m ابتدا .  فرد است

)، pتنها اعداد اول در فهرست هستند و  برای هر عدد اول  )S p = برای اين منظور ادعا . و فرد است 1
ی اعدادی که تا يک مرحله در فهرست قرار  فرض کنيد همه. شود کنيم در هر گام اين فرد بودن حفظ می می

را  abcکه در فهرست قرار دارند عدد  cو  a ،bی بعدی با استفاده از سه عدد  دارند فرد هستند و در مرحله
)دانيم  می. اضافه کنيم ) ( ) ( ) ( )S abc S a S b S c= + )، حال چون + )S a ،( )S b  و( )S c  ،فرد هستند
( )S abc شود هم فرد می .  
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  . قدر است چه Sبايد ديد برای اعداد هر گزينه مقدار حال 

)

( ) ( )

( ) ( )

(

( ) (

) ( )

( ) ( )

S S

S S

S S

S S

S S

´ =
= ´ ´ ´ =

= ´ ´ =

= ´ =

= ´ ´ ´

=

=

3 3

4 5

3

2 3

5 6
330 2 3 5 11 4

350000 2 5 7 10
375 3 5 4

10500 2 3

2

5

00

7

10

7

   

دهيم که با در هر گام با استفاده از اعداد اول  با قرآيند زير نشان می. تواند صحيح باشد می) ه( ی پس تنها گزينه
  . در فهرست رسيد ۱۰۵۰۰توان به عدد  قبلی میو عدد به دست آمده در گام 

,, ,, ,, , ,  30 32 3 5 3 00 300 5 70 2 5 10500   

ای در فهرست ظاهر nتوان نشان داد غير از اعداد اول، تنها اعداد طبيعی با فرآيندی شبيه به بالا می: توضيح
)شود که حداقل سه عامل اول داشته باشد و ثانياً  می )S n فرد باشد. 
 

 .صحيح است) ج( ی گزينه .۱۲
  .کنيم جمع را با توجه به تعداد ارفام به سه قسمت تقسيم می اين حاصل  ی محاسبه

( )

( ) ) ( )(( ) ( )

( ) ) ( )( ) )( ( ) (

n i

n i j i i i

n i k i ij k i

i

p n i

p n j i j i

p n j k i ji ik

= =

= = = = = =

= = = = = = ==

=

=

= =

= ´ = =

= ´ ´ = =

å å

å åå å å å

å ååå å å å å

9 9

1 1
99 9 9 9 9 9

2 2

10 1 0 1 0 1
999 9 9 9 9 9 9 9

3

100 1 0 1 0 0

3

0 1

45

45

45

   

  بنابراين 

( )
n

p n
=

= + + =å
999

2 3

1
45 45 45 93195  
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 . صحيح است) الف( ی گزينه .۱۳

  
که  AO1و  MO1از طرف ديگر . است ۴طبق فرض مسئله برابر  AMبينيم که طول  با توجه به شکل بالا می

الاضلاع است و لذا  متساوی AMO1دارند، پس مثلث  ۴هستند، طولی برابر  C1ی  های دايره شعاع

MAO  =1 AOO1مثلث  ی فيثاغورس به علاوه طبق قضيه. 60 )الزاويه است هم قائم 2 )+ =2 2 24 53
.  

NAOی  بنابراين زاويه AOالساقين  در مثلث متساوی 2 N2  برابر30 ی ساده  است و لذا با يک محاسبه

ANشود که  نتيجه می = 3 MNو بنابراين  3 MA AN= + = +4 3 3.   
 

 . صحيح است) ج( ی گزينه .۱۴

aدر اين صورت . چشم باشد kتعداد ضربات لازم برای از بين بردن يک سر با  kaفرض کنيد  =1 ، ضمناً 1
kاگر  > iجا که برای هر  با يک ضربه به اين سر، بايد تمام سرهای جديد را از بين ببرد و از آن 1 k<  ديو

  پس . ضربه برای از بين بردن اين سر احتياج دارد iaچشم درآورده است به  iيک سر 

k k ka a a a- -= + + + +1 2 1 1   
aجا که  از آن =1 aفهميم  ی بالا می ، با استفاده از رابطه1 =2 2 ،a =3 و با استفاده از استقرا به راحتی  4

kشود که  می  ديده
ka

-=   . ضربه نياز است k-12چشم،  kپس برای از بين بردن يک سر . 12
  چشم دارند، پس برای از بين بردن کامل ديو به  ۸و  ۶، ۴سرهای ديو به ترتيب 

a aa + + = + + = + + =3 5 7
4 6 8 2 2 2 8 32 128 168  
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  .ضربه نياز است
 

 .صحيح است) د( ی گزينه .۱۵
  : شود ها درست باشند چه می کنيم که اگر هر کدام از گزينه در زير بررسی می

که ) گويد می) الف( هچ آن(هم درست باشد) ب( بايد) الف( ودناين امکان ندارد زيرا در صورت درست ب. الف
  . ممکن نيست

به ) الف( غلط باشد، اما غلط بودن) الف( بايد ی درست داريم باشد، چون تنها يک گزينهدرست ) ب( اگر. ب
  .تواند درست باشد پس اين گزينه هم نمی. هست) ب( معنی غلط بودن

) ه( و) ج( کدام از يعنی هيچ) ه( ی ر غلط است، اما غلط بودن گزينهبه ناچا) ه( ی درست باشد، گزينه) ج( راگ. ج
  .ی درست باشد تواند گزينه پس اين گزينه هم نمی. که با فرض اوليه تناقض دارددرست نيستند 

که بيان ) ب( ی گزينه. شود صحيح است، غلط می) ب( کند که بيان می) الف( ی گزينه. درست باشد ) د( اگر. د
) ج( کند ن میکه بيا) ج( ی گزينه. شود غلط می) د( هر دو غلط هستند به خاطر فرض درستی) د( و) ج( کند می

ی ه، غلط بودن آن  در مورد گزينه. تناقضی با خودش ندارد) د( ی درستی گزينه. شود غلط است هم غلط می
ی  بايد گزينه) د( ی پس گزينه. بايد هر دو غلط باشند که از قضا اين درست است) ه( و) ج( دهد که نتيجه می

  . صحيح باشد
درست باشند که اين طور نيست پس ) د( و) ج( و لذا بايد يکی ازغلط است ) ب( دهد نتيجه می) ه( درستی. ه

 . اين گزينه هم غلط است

 

 . صحيح است) الف( ی گزينه .۱۶

,}باشد بايد  ۵مضرب  xyztکه عدد طبيعی چهاررفمی  برای اين }t Î 0  x ،xyبه علاوه اگر يکی از اعداد . 5

,}غير تقسيمی است اگر  xyztبنابراين عدد . شود می مضرب سه باشند اين عدد تقسيمی  xyzو  }t Î 0 و  5

x ،xy  وxyz معادلاٌ . پذير نباشند بر سه بخشx ،x y+  وx y z+ يک .(پذير نباشد بر سه بخش +
توان از روی  بنابراين می.) پذير باشد بخش ۳امش بر ير است، اگر و تنها اگر مجموع ارقپذ بخش ۳عدد طبيعی بر 

های مختلفی که  با بررسی حالت. تشخيص داد که يک عدد تقسيمی هست يا نه zو  x ،yی تقسيم  مانده باقی
های زير منجر به يک عدد غيرتقسيمی  بينيم که تنها حالت تواند داشته باشد می می zو  x ،yهای  مانده باقی
  . شوند می
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  ۲  ۲  ۲  ۲  ۱  ۱  ۱  ۱  ۳بر  xی تقسيم  مانده باقی
  ۲  ۲  ۰  ۰  ۱  ۱  ۰  ۰  ۳بر   yی تقسيم  مانده باقی
  ۱  ۰  ۲  ۰  ۲  ۰  ۱  ۰  ۳بر   zی تقسيم  مانده باقی

  x   ۳  ۳  ۳  ۳  ۳  ۳  ۳  ۳ها برای  تعداد حالت
  y   ۴  ۴  ۳  ۳  ۴  ۴  ۳  ۳ها برای  تعداد حالت
  z   ۴  ۳  ۴  ۳  ۴  ۳  ۴  ۳ها برای  تعداد حالت

  ۲۷  ۳۶  ۳۶  ۴۸  ۲۷  ۳۶  ۳۶  ۴۸  ها تعداد حالت
  

  . تا است۵۸۸غيرتقسيمی  ۵هم دو حالت داريم، تعداد کل اعداد مضرب  tکه برای  با توجه به اين
( )+ + + + + + + =2 27 36 36 48 27 36 36 48 588   

 

 . صحيح است) ج( ی گزينه .۱۷

- در اين صورت. ناميم می Kکنيم و پای اين عمود را  رسم می ACعمودی بر  Bاز 
CDB CKB =   و لذا چهارضلعیCDKB دو مثلث - محاطی است و در نتيجه ODC  وOKB 

  بنابراين. متشابه هستند

( )
DC CO CO DC AB

CO
KB OB KB KB

= =  = =3 3
3

   

  
هم متشابه  ABCو  AKBاز طرف ديگر دو مثلث 

  هستند و لذا 

AB AC AC
CO AC

KB BC
= =  =

3
5 5



  

 Sکنيم و پای عمود را  عمود می BCبر  Oحال از 
عمود هستند و لذا  BCهر دو بر  ABو  OS. ناميم می

  : ی تالس داريم بنابراين طبق قضيه. اند با هم موازی

,
CO CS C

B
S

CS S
AC AB

=  =  = =
3 3
5 5

2

   
  :خواهيم داشت OSCو  OBSی  الزاويه های قائم در مثلث ی فيثاغورس يت با استفاده از قضيهو در نها



۱۳۸۲اول بيست و دومين المپياد رياضی کشور، سال   حل سؤالات مرحله راه  

14 
 

OS SC BO BS CC SO = + = - + = - + =2 2 2 2 2 2 9 4 9 14  
OCو بنابراين  = 14.  

  
 .صحيح است) د( ی گزينه .۱۸

 72بينيم که ترکيب اعمال گفته شده در صورت مسئله در حقيقت همان دوران  با يک بررسی ساده می
ی  مرحله معادل دورانی به اندازه ۱۳۸۲بنابراين انجام اين عمل برای گرد به مرکز مبدأ است و  ساعت
´1382 درجه همان دوران صفر درجه  360درجه و مضارب  360دانيم که دوران  اما می. درجه است 72
  پس . است

( )´ = ´ + ´ = ´ ´ +72 1380 72 2 7138 2 138 2 3602 144   
xاعت است و  لذا های س درجه در جهت حرکت عقربه۱۴۴کل اين عمل دورانی  = yو  4 =   . است 5

 

 . صحيح است) ج( ی گزينه .۱۹

AE دهيم تا امتداد  را امتداد میBC  را در
در اين صورت دو مثلث . قطع کند Xی  نقطه
به حالت وتر و يک  XEBو  AEBی  الزوايه قائم
ABE(زاويه XBE =  ( با هم برابر هستند

XEو در نتيجه  AE= ( ) وBX AB=

( ) .ها در  ی سينوس از قضيه  حال با استفاده
  : داريم ADEو  XECهای  مثلث

 

sin( ) sin( ) sin( ) sin( )
,

ADE DEA XCE XEC

AE AD XE XC

   
= =  

ADEبا توجه به اين که  BCE = ی  ، دو زاويهADE  وXCE  مکمل هستند و در نتيجه
 دهد که  نتيجه می اين موضوع و . سينوس برابر دارند

sin( ) sin( ) sin( ) sin( )ADE XCE DEA XEC

AE XE CAD X

   
=  =  

ADبنابراين . رأس هستند و لذا سينوس برابر دارند به متقابل DEAو  XECی  اما دو زاويه XC= 
  و 
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)( AB BX BC XC BC AD = = + = +   
  . کند به آن اشاره می) د( ی که همان چيزی است که گزينه

 

 .صحيح است) ج( ی گزينه .۲۰
  : داريمی اول  طبق رابطه

( ) ( )( )a b a b+ - + = -3 3 31 3 1  
دهد اين  اويلر اين نتيجه میطبق اتحاد . ها شده است ضرب آن های سه عدد برابر حاصل اين يعنی مجموع مکعب

aاگر . ها برابر صفر است موع آنکه مج  سه عدد با هم برابر هستند و يا اين b= - = 1 ،a =+ 51   در 2

bحالی که  = -5 aپس اين حالت امکان ندارد و  1 b- + =1 b، معادلاً 0 a= + حال اگر اين . 1
 : گذاری کنيم خواهيم داشت ی دوم جای نتيجه را در رابطه

( )(( ) ( ))

( ) ( )

(

( )

)

( )( )

a a a a a a a

a a a a a a a a a a a

a a a a

a+  + + - - + - + =

+ - - + - + = + + = + +

 + + +

= +

=

5 5 4 4 3 2

4 4 3 2 3 2 2

2

1 1 1 1 0
1 1 5 5 5 5 1

5 1 1

1

0
  

aجا که  از آن a+ + >2 1 aی اخير  های معادله ، تنها جواب0 = aو  0 =  ترتيبهستند که به  1-
bمنجر به  = bو  1 =   . گاه در مجموع دو جواب دارد پس اين دست. شوند می 0

 

 . صحيح است) ج( ی گزينه .۲۱

)دقت کنيد که  )a
a

a a

-
+ - = 21 )و  12 )a

a

a a a
+

-
- =

3
2

3
3 1   پس .  12

( ) ( ) ( )

( ) (( ) ) ( )

a a
a
a a a a

a a a a a

a aa

a
a

l l

l l

- -
+ ³ + -  - ³

- + + + +
 ³  ³

-

-

3
3 2 2

3
2 2

2 2 2

1 1 12 0

1 1 10

1 2
   

ترين مقدار عبارت  اين يعنی بايد کم. ی بالا را برآورده کند را بيابيم که رابطه lترين مقدار  يعنی بايد بزرگ

( )a a
a
+ +2   . را پيدا کنيم21
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)

( )

(
a a

a
a a

a

a
aa

a

a

a

+ +
 ³  = + + ³

+

- +

+
 ³ =

2
2

2
2 2

1 121

1

1 1 3

3 9
  

  . است l ،۹ترين مقدار ممکن برای  پس بيش
 

 . صحيح است) ه( ی گزينه .۲۲

دقت کنيد . سازد می yای است که خط واصل بين قورباغه با جهت مثبت محور  ی قورباغه، زاويه منظور از زاويه
ی قورباغه  در هر حرکت جديد زاويه. کنيم گيری می های ساعت اندازه که زاويه را با حرکت در جهت عقربه

ی قورباغه  مرحله قورباغه زاويه ۱۵کند، پس بعد از  درجه افزايش پيدا می۴۵ ´ =515 4 شود و  می315
yروی قسمتی از خط قورباغه  بنابراين x=   . که درون ربع دوم مختصات قرار دارد، خواهد بود -

nd. بناميم ndاُم را nی قورباغه تا مبدأ مختصات بعد از گام  به علاوه اگر فاصله طول وتر مثلث  1+

nبنابراين . است ndالساقينی است که طول ساق آن برابر  ی متساوی الزاويه قائم nd d+ =1   پس . 2

. ( ) ( )( )d d d d== = = = = =2 15 15 7
15 14 13 022 2 2 2 2 128 2  

)که  با توجه به اين , )a b  روی خطy x= bقرار دارد،  - a= - >   و 0

( ) aaa bd = + = = - -= ==15 7 2 2 2 2 2 7
152 2 2 2 2 128  

)ی  ی تلاش به دست آورد که اگر قورباغه در خانهکتوان با اند می: توضيح , )x y  قرار داشته باشد، بعد از جهش
)ی  ای که در صورت سؤال بيان شده است به خانه از اين خانه با شيوه , )x y y x+ در حقيقت . (رود می -

)بردار  , )x y  گرد يعنی  آن در جهت ساعت ی درجه۹۰با دوران( , )y x- شود جمع می (.  
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 . صحيح است) ه( ی گزينه .۲۳

به اين صورت که . ی بازی باشد تواند برنده نفر اول همواره می) د( و) ج( ،)ب(، )الف(های  کنيم در گزينه ادعا می
با قرار دادن اين کاشی زمين بازی شکلی است که دارای يک  شکل زير  در هر کدام از اين چهار گزينه مطابق

حالا نفر . ی بازی است خط تقاران يا يک مرکز تقارن است و به علاوه در اين زمين جديد نفر دوم شروع کننده
با اين . کند هايی که نفر دوم با يک کاشی پر کرده است را با يک کاشی جديد پر می ی خانه اول در هر گام قرينه

تواند حرکت بعد از آن را هم انجام دهد و لذا نفر اول  ی بازی اگر نفر دوم بازی کند، نفر اول حتماً می نحوه
  . تواند بازنده باشد و بنابراين حتماً برنده است نمی
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  . ی بازی باشد برنده) ه( ی تواند با اين روش در گزينه دهيم که نفر دوم می می  حال روشی ارايه
نفر دوم ی پايين چپ جدول نباشد،  خانه طوری که شامل تکاگر نفر اول يک کاشی افقی را در جدول قرار دهد 

ايين گذاشته باشد، نفر اگر نفر اول در رديف پ.(دهد يک کاشی افقی را دقيقاً پايين يا بالای کاشی نفر اول قرار می
  ) گذارد و بالعکس دوم در رديف بالا می

های مشکی  خانه .کند در زير شکل سمت چپ حرکت نفر اول و شکل سمت راست حرکت نفر دوم را تصوير می
  . دهند که قبلاً با کاشی پر شده اند هايی را نشان می هم خانه  رنگ

                 
™  

              

                            

  
يک کاشی افقی را مطابق شکل زير طوری قرار دهد که  عمودی در جدول قرار دهد، يا اين یاگر نفر اول يک کاش

ی پايين سمت چپ جدول را بپوشاند، نفر دوم يک کاشی عمودی را در اولين ستون از سمت چپ  خانه که تک
  . دهد که کاملاً خالی باشد قرار می
                 

™  
              

                            

  
                 

™  
              

                            

  
های دوتايی جدول غيرقابل قابل  وقتی نفر اول و دوم يک دور بازی خود را انجام دهند، دو ستون از ستون

تفاده ای هم غيرقابل اس های دوم استفاده کند، تک ستون يک خانه بار از حرکتشود، اگر نفر اول يک  استفاده می
غير از تک ستون (ستون از شش ستون کامل جدول ۲بنابراين در هر دو بازی هر دو نفر اول و دوم . گردد می

واند بازی را ادامه رسيم که نفر اول نت ی اين روند به وضعيتی می بنابراين با ادامه. شود غيرقايل استفاده می) ناقص
  . دهد
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 . صحيح است) الف( ی گزينه .۲۴

 ی صفر شمار نسبت به نقطه ی دقيقه ی عقربه دقيقه باشد، در اين صورت زاويه xو  ۵فرض کنيد ساعت 
x، )۱۲ همان( x´ =60 360 x برابر  شمار ی ساعت ی عقربه درجه و زاويه 6 x´ + ´ = +60 230 30 1505 

   :در اين صورت. ها در وضعيت مشابهی قرار داشته باشند عقربه  دقيقه bو  aحال اگر در ساعت . درجه باشد

)(

b b
x b

x
b x k k

b k b k

a

x

=  

= +   = £ £

 = +  +

+

=

6 6 12
2

6 150 6 12 5
2

6 15

30
2

0 6 25
0

2
  

kبايد پذير است،  بخش ۱۲بر  bبا توجه به اين که  ,,پذير باشد که برای  بخش ۱۲بر  1+ ,k = 0 1 5 
  . امکان ندارد

  
 . صحيح است) الف( ی گزينه .۲۵

iچنين منظور ما از نماد  هم. دهيم نمايش می iAاُم را با iی  ی مرحله رشته jAA ی  اين است که رشته
Aبه طور مثال. قرار گرفته است jAی  در سمت چپ رشته iAمربوط به  AA=3 2 1 .  

m،mدهيم برای هر عدد طبيعی  به استقرا نشان می m m m m mA AA A A A+ - - - - -=3 2 3 1 3 2 3 1 3 1 3 با (. 2
ی تقسيم  مانده و با توجه به اين که باقی A5از روی  A8و سپس  A5اندکی بازی کردن برای رسيدن به 

  .) توان اين رابطه را حدس زد است می ۲برابر  ۳بر  ۱۳۸۲
mبرای حالت  = A. (برقرار استبه وضوح که حکم  1 AA AA A=5 2 1 2 2 1(  

  : برقرار باشد، يعنی kفرض کنيد حکم برای حال 

k k k k k kA AA A A A+ - - - - -=3 2 3 1 3 2 3 1 3 1 3 2   
  پس . گردد ای سه واحد اضافه میnAسه مرحله رشد کنند به انديس هر ها  باکتریحال اگر 

( )k k k k k k kA AA A A A A+ + + + + + + += =3 1 2 3 5 3 2 3 1 3 2 3 1 3 2  

mی  های دو رشته جا که تعداد باکتری از آنحال . شود و حکم ثابت می mAA - -3 1 3 mو  2 mAA - -3 2 3 1 
mAهای  های رشته سان و برابر مجموع تعداد باکتری يک -3 mAو  1 -3 وسطی مربوط به   است، سه باکتری 2

mA +3 mAهمان سه باکتری وسطی مربوط به  2 -3 mAاست و با استدلال مشابه سه باکتری وسطی  1 -3 1 
mAهمان سه باکتری وسطی  -3 mAفهميم که سه باکتری وسطی  ی همين فرآيند می با ادامه. است 4 +3 2 
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=́ که  پس با توجه به اين. است A5همان سه باکتری وسطی  +138 3 4602 ی  گزينه) الف( ی گزينه 2
  . درست است

 

 . صحيح است) ب( ی گزينه .۲۶

  : پذير شود بخش ۲بر  nزيرا اگر . بايد عددی فرد باشد nابتدا دقت کنيد که 

)ی پيمانه  به(   ) (n n n n n n n+º + º + - º + º 10 2 3 2 2 2 2 2 5  

nحال برای . که امکان ندارد ³ nحالت : (داريم 3 = nو  1 =   .) به وضوح جواب نيستند 2
  .) هستند ۱۲۵ی  ی روابط زير بالا به پيمانه دقت کنيد که همه(

( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

n n n n n n n n

n n n n n

n n n

n

n n
n n n

-

- - -

æ ö æ ö æ ö÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷+ +ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷÷ ÷ ÷ç ç çè ø è ø è ø
º + º + - º + - + - -

-
º ´ ´ ´ - º - +- +

0 1 1 0

2 2 1 3 2

3 2 5 2 2 5 2 5 2 5 21 0
12 5 2 2 5 2

0

2 5

2

2 45
2



 

  : ی بالا خواهيم داشت ی از رابطه حال با استفاده

( ) ( )n nn n n n- -´ -  -3 35 5 9 252 2 51 5 92   

)که  حال با توجه به اين , ) =5 2 )و  1 , ) ( , ) ( , )n - = - = =5 5 9 5 9 5 1 و با به کارگيری لم اقليدس  1
nشود که بايد  نتبجه می خودش است که مجموع  ۲۵ترين عدد طبيعی مضرب  کوچک. پذير باشد بخش ۲۵بر   

  . صحيح است) ب( ی پس گزينه. باشد می ۷ارقامش برابر 
  

 . درست است) ج( ی گزينه .۲۷

kاولاً فرض کنيد  kn- £ <11 kدر اين صورت . رقمی باشد kدار  يک عدد ريشه 100 ka a an -= 1 1 .
  حال داريم 

( ) ( )k k
k kn a a a k k- -

- <£ = + + +  <1 2 2 3 2
1 110 1 100  

kباشد،  ۴تر از  بزرگ kتوان نشان داد که اگر  اما به سادگی به کمک استقرا می k- ³3 و لذا عدد  210
  . دار بايد متناهی باشد رقم نداريم و بنابراين تعداد اعداد ريشه ۴از   دار با بيش ريشه
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nاگر . م وجود نداردرقمی ه ۴دار  کنيم عدد ريشه حال ادعا می abcd= دار چهار رقمی باشد،  يک عدد ريشه

)اين يعنی  )n a b c d= + + +£ =<2 241000 0 aپس  1600 = برابر يک باشد،  aو اگر  1

)بايد داشته باشيم  ) ( )n b c d £ = + + < + ==+ + +2 2 21 11000 3110 10 10 که   961
  .دار دورقمی است يک عدد ريشه ۸۱اما به وضوح . دار چهاررقمی هم نداريم دد ريشهپس ع. امکان ندارد

با  ۹ی تقسيم مجموع ارقامش بر  مانده با باقی ۹ی تقسيم يک عدد بر  مانده دانيم باقی به علاوه دقت کنيد که می

)را با  nاگر مجموع ارقام . هم برابر هستند )S n  ،نمايش دهيمn دار است اگر  ريشه( )n S n=   پس بايد . 2

)ی به پيمانه( ) ( ) (S n n S nn nº º º º2 2 9  

)پس بايد  )n n -9 nو  n، با توجه به اين که 1 پذير باشند اين تنها در  بخش ۳توانند بر  هر دو نمی 1-
nو يا  n9صورتی امکان دارد که  -9 kو  k9دار به شکل  يعنی تمام اعداد ريشه. 1 +9 هستند و غير از  1

   . داری نداريم اين دو صورت عدد ريشه

nجا که  دار باشد، از آن عددی ريشه nدقت کنيد که اگر : توضيح < 1000 ،( )S n n= < 1000 ،
)پس  )S n £ ),ی پيمانه  به(اما . 32 ()n nS º º 0 1 ,}پس . 9 , , , , }( ) ,S n Î 1 8 9 17 18 26 27 .  

  اما

(

(

) ( )

) ( )

) ( )

) ( )

) (

(

(

( )

S S

S

S

S

S

S

SS

S

= = ¹

= = ¹

= = ¹

= = ¹

= = ¹

2

2

2

2

2

64 10 8
289 19 17
324 9 18
67

8
17
1

6 19 26
729 1

8
26
2 87 27

  

  .هستند ۸۱و  ۱دار   بنابراين تنها عددهای ريشه
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 . صحيح است) د( ی گزينه  .۲۸

ABMBEابتدا دقت کنيد که  BCM =  = 2 ،
 در دو  BMEی  که زاويه بنابراين با توجه به اين

مشترک است، اين مثلث  BMCو  BMEمثلث 
دهد  نسبت تشابه اين دو مثلث نتيجه می. متشابه هستند

.M MCM EB  بابا استدلال کاملاً مشابه و . 2=
به دست  BAMو  AMFهای  به مثلث توجه

M.آوريم  می MDM FA جا که دو کمان  از آن. 2=

MA  وMB  ،با هم برابر هستندMA MB=2 و  2
.در نتيجه  .ME MC MF MD=  و اين يعنی

شود که  از محاطی بودن اين چهارضلعی نتيجه می. محاطی است EFDCچهارضلعی 

. .PF PE PDPC= . اما طبق قوتP ی اصلی مسئله  نسبت به دايره.PDPC PT= اين رابطه . 2

TEPاند و لذا  متشابه PTEو  PTFدهد که دو مثلث  نتيجه می PTF  =  = در نتيجه . 30

TPEداريم       = - =- -180 30 30 0 507.      
  

 . صحيح است) ج( ی گزينه .۲۹

M  را وسط ضلعAC  وG ی  در اين صورت نقطه. را مرکز ثقل مثلث بگيريدA  بايد روی کمان درخور

است، کافی  Aی نظير رأس  ميانه 23 برابر  AGجا که طول  از آن. باشد BMخط  نظير پاره 150ی  زاويه

3را بيابيم و آن را در  AGترين مقدار ممکن برای  است کم
مرکز اين کمان  Oفرض کنيد . ضرب کنيم 2

  حال داريم . قطع کند Xی  را در نقطه  دايره OGخط  درخور باشد و نيم
OA OXOG GA GA OX OG XG³ =  ³ - =+  

  : داريم Gی  با توجه به قوت نقطه .را بيابيم GXحال بايد طول  .است GXترين مقدار ممکن طول  يعنی کم
( ). .TGGX GAG XM R GX G= =  - =2 2 2   

  . و شعاع اين دايره هستند AMCی محيطی  و  دايره GXبه ترتيب محل تماس دوم خط  Rو  Tکه 
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sin( )
R


= =

150
3 3

2
   

GXGXپس  - + =2 6 2 GXو بنابراين  0 = 3 GXکه چون  7 R< = تنها حالت  3

GX = -3   . قابل قبول است 7
 

 . صحيح است) ج( ی گزينه .۳۰

T ی وسط ضلع  را نقطهBC بگيريد و فرض کنيدah،bh ،chوth  به ترتيب طول عمودهای وارد ازA،B ،
C  وT  برMN ی هر سه مثلث همان  از آن جا که قاعده. باشندMN  است بايدb c ah h h+ حال از . =
نتيجه گرفت که ی تالس  به کمک قضيهتوان به سادگی  می است، BCی وسط ضلع  نقطه T جا که آن

b c ah h
t

h
h

+= =2   Sی  مذکور در صورت سؤال را در نقطه ، خطTو  Aحال فرض کنيد خط واصل بين . 2

A ،aو  T ی تالس و توازی عمودهای وارد از در اين صورت به دليل قضيه. قطع کند

t

hAS
ST h

= =  S، پس 2

BCی نظير ضلع  ای روی ميانه نقطه است که اين ميانه را به نسبت يک به دو تقسيم  ABCاز مثلث  
ای ثابت در  مثلث که نقطه بايد مرکز ثقل مثلث باشد و بنابراين اين خط همواره از مرکز ثقل کند، پس می

  . گذرد می ی مثلث است صفحه


