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.x < y < z و باشند طبيعی عدد سه z و y ،x کنيد فرض می�کنيم. ثابت n = 3 به�ازای را حکم ابتدا .۱
دهيد قرار

S = xy4 + yz4 + zx4

T = yx4 + zy4 + xz4

اين�صورت، در
S − T = (x− z)y4 + y (z4 − x4) + xz (x3 − z3)

= (x− z) (y4 − y (z2 + x2) (z + x) +xz (x2 + xz + z2))

= (x− z) (y4 − yz3 − yz2x− yzx2 − yx3 + x3z + x2z2 + xz3)

= (x− z) (y (y3 − x3) + z3(x− y) +x2z(x− y) + xz2(x− y))

= (x− z)(x− y) (−y (x2 + xy + y2) +z3 + x2z + xz2)

= (x− z)(x− y) (−yx2 − xy2 − y3 + z3 + x2z + xz2)

= (x− z)(x− y) ((z − y) (z2 + zy + y2) + x2(z − y) + x (z2 − y2))

= (x− z)(x− y)(z − y) (z2 + zy + y2 + x2 + xz + yz)

= 1
2 (x− z)(x− y)(z − y) ((x+ y)2 + (x+ z)2 + (y + z)2) ≥ 0

a1 < a2 < · · · < an < an+1 اعداد و باشد برقرار n طبيعی عدد به�ازای حکم که کنيد فرض حال
می�دهيم قرار باشند. مفروض
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که است روشن می�شوند. تعريف ترتيب به�همين نيز Tn+1 و Tn
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4
n + a1a

4
n+1 − a1a

4
n

۱
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پس

Sn+1 − Tn+1 = Sn − Tn+(
a1a

4
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4
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4
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4
n − a1a

4
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)
اين به توجه و کرديم) ثابت بالا در (که n = 3 حالت بنابر همچنين، و Sn − Tn ≥ 0 استقرا فرض بنابر

می�شود. ثابت استقرا به حکم بنابراين، و است نامنفی نيز دوم جمله�ی ،a1 < an < an+1 که نکته
f : R → R تابع است. محدب توابع مورد در کلی�تر قضيه�ای از خاصی حالت واقع در مسأله اين يادداشت.

.0 ≤ α ≤ 1 هر و x, y ∈ R هر به�ازای گاه، هر می�ناميم محدب را

f (αx+ (1− α)y) ≤ αf(x) + (1− α)f(y)

x1 < x2 < و باشد محدب تابعی f اگر که کرد ثابت می�توان شده گفته استدلال مشابه استدلالی با اکنون
آنگاه باشند، حقيقی اعدادی · · · < xn

x1f(x2) + x2f(x3) + · · ·+ xnf(x1) ≥

x2f(x1) + x3f(x2) + · · ·+ x1f(xn)

برخورد نقطه�ی D و آن محاطی دايره�ی مرکز I می�گيريم. درنظر را ABC مثلث مسأله: صحيح صورت .۲
CD و BD بر I از وارد عمودهای پای به�ترتيب F و E کنيد فرض است. ABC محيطی دايره با AI

کنيد. پيدا را ∠BAC زاويه�ی ،IE + IF = 1
2AD اگر باشند.

A

B C

I

D

E F

دايره�ی شعاع R اگر بنابراين، .DI = DB = DC مقدماتی، هندسه�ی از قضيه�ای بنابر حل. راه
باشد، ABC محيطی

IE = ID · sin∠BDI = ID · sinC

= BD · sinC = 2R sin
A

2 sinC

۶ ۲از صفحه�ی
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ترتيب، به�همين
IF = 2R sin

A

2 sinB

و

AD = 2R sin∠ACD = 2R sin

(
C +

A

2

)
مسأله، فرض بنابر

2R sin
A

2 sinB + 2R sin
A

2 sinC = R sin

(
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)
بنابراين، و

sin
A

2 (sinB + sinC) =
1
2 sin

(
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2

)
می�آوريم به�دست بالا معادله�ی در X جايگذاری با .X = C + A

2 می�دهيم قرار

sin
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يا
2 sin A

2 sinX cos
A
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می�شود نتيجه ،sinX ̸= 0 چون و

2 sin A

2 cos
A

2 =
1
2

.∠A = 300 درنتيجه، و sinA = 1
2 يا

بگيريد: درنظر را زير دنباله�ی .۳

a1, a1 + a2, a1 + a2 + a3, . . . , a1 + a2 + · · ·+ an

و i < j اگر واقع، در نيستند. همنهشت ،n پيمانه�ی به دنباله اين جمله�ی دو هيچ که می�کنيم ادعا

a1 + a2 + · · ·+ ai ≡ a1 + a2 + · · ·+ aj (mod n)

عضو n اين پس دارد، عضو n بالا دنباله�ی چون است. مسأله فرض خلاف که n|ai+1 + · · ·+ aj آنگاه،
دنباله�ی مشابه دليل به می�دهند. تشکيل را n پيمانه�ی به مانده�های کامل رده�ی يک

a2, a1 + a2, a1 + a2 + a3, . . . , a1 + a2 + · · ·+ an

هستند، يکی دنباله دو اين بعد به دوم جملات چون اما است. n پيمانه�ی به مانده�های کامل رده�ی يک نيز
مسأله در موجود تقارن به توجه با .a1

n≡ a2 يعنی، باشند. همنهشت n پيمانه�ی به بايد اول جملات پس
کنيد فرض همنهشت�اند. ،n پيمانه�ی به همگی an و . . . ،a2 ،a1

a1 ≡ a2 ≡ 2 · · · ≡ an ≡ k (mod n)

۶ ۳از صفحه�ی
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بنابراين، .ai ≥ k ،i = 1, 2, . . . , n هر به�ازای اين�صورت، در

kn ≤ a1 + a2 + · · ·+ an = 2n

جواب به بنابراين و ai = 2 باشيم داشته i هر برای بايد ،k = 2 اگر .k = 2 يا k = 1 پس،
،k = 1 اگر است. جواب يک n فرد مقادير به�ازای که ديد می�توان سادگی به که می�رسيم (2, 2, . . . , 2)
هر برای که کرد بررسی می�توان سادگی به و باشد n+ 1 برابر آنها از يکی و ۱ برابر aiها از تا n− 1 بايد

می�آيد: به�دست جواب n تعداد به ،n مانند طبيعی عدد

(n+ 1, 1, 1, . . . , 1)

(1, n+ 1, 1, . . . , 1)

...

(1, 1, 1, . . . , n+ 1)

و بود خواهند فرد اعدادی d2
4 و d2

3 ،d2
2 ،d2

1 اين�صورت، غير در است. زوج عددی n که می�کنيم ادعا .۴
.d2 = 2 و d1 = 1 بنابراين، دارد. تناقض n بودن فرد با که است زوج عددی d2

1 + · · ·+ d2
4

2m + 1 d3،آنگاه = 2α(2m + 1) اگر واقع، در اول. عددی يا است ۴ يا d3 که می�کنيم ادعا اکنون،
تعريف به توجه با و d3 = 2α که می�دهد نتيجه که 2m + 1 = 1 يا پس، بود. خواهد n عليه مقسوم
n عليه مقسوم کوچکترين d3 که اين به توجه با صورت، اين در که α = 0 يا d3 = 4 می�شود نتيجه d3

باشد. اول عددی بايد d3 است، ۲ از بعد
صورت، اين در ،d3 = 4 کنيد، فرض اول. حالت

n = 1+ 4+ 16+ d2
4

بررسی می�توان آسانی به .d4 = 21 يا d4 = 7 بنابراين، .d4|21 می�شود نتيجه d4|d2
4 و d4|n چون پس،

نيستند. قابل�قبول آمده، به�دست n = 442 و n = 70 جوابهای که کرد
ايجاب n = 5+ p2 + d2

4 تساوی حالت، اين در باشد. اول عددی p و d3 = p کنيد، فرض دوم. حالت
به�دست n = 30 و d3 = 3 آنگاه d4 = 4 اگر .d4 = 2p يا d4 = 4 پس، باشد. زوج d4 که می�کند

بنابراين، .d4 = 2p پس، نيست. قابل�قبول که می�آيد

n = 1+ 4+ p2 + 4p2 = 5(1+ p2)

صدق نيز اصلی معادله�ی در که می�آيد به�دست n = 130 جواب و p = 5 بنابراين، .p|5 پس، p|n چون و
است. مسئله جواب تنها و می�کند

نتيجه، در و است محاطی ضلعی چهار ABCQ ضلعی چهار مسأله، فرض بنابر .۵

∠QAC = ∠QBC (۱)

۶ ۴از صفحه�ی
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از همچنين
∠AQC + ∠ABC = 180◦

می�شود نتيجه
∠ABC = ∠CQN

دو CQN و EBD مثلث دو .QC = QN که است (Q به (نزديک AQ روی نقطه�ای N اينجا، در
داريم: يعنی، است؛ مساوی نيز آنها رأس زاويه�ی که هستند متساوی�الساقين مثلث

∠CNQ = ∠DEB (۲)

است، محاطی EBDP ضلعی چهار چون حال،

∠BPD = ∠DEB = ∠CNQ (۳)

می�کنيم: جمع هم با را (۳) و (۱) رابطه�های

∠QAC + ∠CNQ = ∠QBC + ∠DPB

1800 − ∠NCA = 1800 − ∠PDB

∠NCA = ∠PDB (۴)

ACNبرابرند. BDPو مثلث دو که می�شود نتيجه ،AC = BD تساوی و (۴) و (۱) رابطه�های از حال،
پس،

BP = AN = AQ = QN (۵)

است. مسئله حکم همان که BP = AQ+QC می�شود نتيجه ،QN = QC چون و

کنيد توجه .C = (c1, . . . , cn) و B = (b1, . . . , bn) ،A = (a1, . . . , an) کنيد فرض الف) .۶
در کنيم)، تبديل صفر به يک از و يک به صفر از (يعنی دهيم تغيير را ci و bi ،ai مو�لفه�ی سه هر اگر که
فرض می�توان مسئله، کليت از شدن کم بدون پس، نمی�شود. ايجاد تغييری دنباله�ها اين دوبه�دوی فاصله�ی

کنيد فرض همچنين .A = (0, 0, . . . , 0) که کرد

B′ = {i|1 ≤ i ≤ n, bi = 1}

C ′ = {i|1 ≤ i ≤ n, ci = 1}

۶ ۵از صفحه�ی
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|B′∆C ′| برابر B و C فاصله�ی و |C ′| ،|B′| برابر به�ترتيب C و B از A فاصله�ی مسأله، فرض بنابر
Y و X از يکی به درست که است اعضايی همه�ی مجموعه�ی مجموعه، دو متقارن تفاضل ،X∆Y ) است

پس، دارند). تعلّق
|B′| = |C ′| = |B′∆C ′| = d

کنيد فرض
x = |B′ − C ′|, y = |C ′ −B′|, z = |B′ ∩ C ′|

اين�صورت، در
x+ y = x+ z = y + z = d (∗)

است. زوج d درنتيجه است. زوج 3d بنابراين، و 3d = 2(x+ y + z) پس،
که می�شود نتيجه ،(∗) دستگاه از ب)

x = y = z =
d

2

آنگاه ،D′ = B′ ∩ C ′ دهيم قرار اگر حال

|D′ ∩B′| = x =
d

2

|D′ ∩ C ′| = y =
d

2

|D′| = z =
d

2
دنباله�ی اگر پس،

D = (d1, . . . , dn)

d
2 برابر C و B ،A از يک هر از D فاصله�ی آنگاه، ،i ∈ D′ اگر فقط و اگر ،di = 1 که بسازيم چنان را

است.

x z y

B C

۶ ۶از صفحه�ی


