
المپياد چهاردهمين اول مرحله�ی آزمون سؤالات حل راه
کشور رياضی

۱۳۷۵ ارديبهشت برگزاری: زمان

۲ جلد ايران، در رياضی المپياد منبع:
اخباريفر مهران کارای، ملاحی کيوان محموديان، عباداالله دکتر تأليف

است. صحيح (ج) گزينه�ی .۱
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√
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بنابراين، می�شود. تبديل ax + a−x = 8 معادله�ی به مسأله صورت پس

ax − 8+ a−x = 0 ⇒ (ax)2 − 8ax + 1 = 0 ⇒ ax = 4±
√
15

است. x = −1 و x = 1 جوابهای دارای که
که می�دهد نشان ساده�ای محاسبه�ی .a−x + ax = a−y + ay کنيد فرض ديگر، طرف از دوم: حل راه

ندارد. ديگری جواب معادله پس .x = −y يا و x = y يا پس .(ax − ay)(axay − 1) = 0

است. صحيح (الف) گزينه�ی .۲
.232 10≡ −1 و 23 10≡ 3 که کنيد توجه کنيم. پيدا ۱۰ بر را a = 2323−1717 عدد تقسيم باقيمانده�ی بايد

پس
2323 10≡ (−1)11 × 3 10≡ −3

پس .172 10≡ −1 و 17 10≡ −3 همچنين،

1717 10≡ (−1)8 ×−3 10≡ −3

است. صفر a راست سمت رقم بنابراين، و a 10≡ −3+ 3 10≡ 0 پس

است. صحيح (ب) گزينه�ی .۳
برابرند. هم با شده داده نشان قائم�الزاويه�ی مثلثهای همه�ی که ديد خواهيد کنيد، دقت زير شکل به اگر

۱
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هر که مربع پنج به کنيم جايگزين را بيرونی مثلثهای درونی مثلثهای به�جای اصلی مربع در اگر همچنين
و 5S = 1 آنگاه باشد، S برابر کوچک مربع مساحت اگر پس می�رسيم. همنهشت�اند کوچکتر مربع با يک

.S = 1
5 بنابراين

است. صحيح (ب) گزينه�ی .۴
حاصل�ضرب عضوی هيچ باقی�مانده مجموعه�ی در کنيم، حذف را ۳۷ و . . . ،۳ ،۲ اعداد اگر که کنيد دقت ابتدا
پس a, b ≥ 38 چون b و a مانند باقی�مانده مجموعه�ی دوعضو هر به�ازای زيرا بود نخواهد ديگر عضو دو

.ab ≥ 382 > 1375
و باشد طبيعی عددی a اگر که کنيد توجه ابتدا است. نادرست (الف) گزينه که می�دهيم نشان ديگر طرف از
که را (a, a2) زوجهای همه�ی اگر حال شود. حذف بايد يکی کم دست a2 و a بين از آنگاه ،2 ≤ a ≤ 37
شود حذف بايد مو�لفه يک دست�کم مرتب زوج هر از بگيريم، درنظر نيست کامل مربع a و 2 ≤ a ≤ 37
کم دست پس است، ۳۲ برابر بالا خاصيت با a مانند اعدادی تعداد چون متمايزند. دوبه�دو شده حذف اعداد و

شوند. حذف بايد عضو ۳۲

است. صحيح (ب) گزينه�ی .۵
که اين به توجه با شود. aaa = 111a عدد برابر S = 1 + 2 + · · · + n = n(n+1)

2 کنيد فرض
بخش�پذير ۳۷ بر بايد n + 1 يا n است، اول عددی ۳۷ چون و 37|n(n + 1) پس ،111 = 3 × 37
نشان ساده بررسی يک و n = 37 يا n = 36 پس .n < 50 پس n(n+1)

2 < 1000 چون اما باشد.
است. قابل�قبول n = 36 تنها که می�دهد

است. صحيح (د) گزينه�ی .۶
است. برقرار نظر مورد ويژگی (∠C = 900) متساوی�الساقين قائم�الزاويه�ی مثلث در که کنيد توجه ابتدا

اين�صورت در .∠C > 90◦ که کنيد فرض حال

AB2 = c2 = a2 + b2 − 2ab cosC > a2 + b2 ≥ 2ab > 2ab sinC
= 4S = 4AB·CH

2

است. فرض خلاف که 2CH < AB پس

است. صحيح (ج) گزينه�ی .۷
وزنه�ها وزن مجموع که می�دهد نشان است، کيلوگرم ۱۰ کدام هر وزن که وزنه سه انتخاب که کنيد توجه ابتدا
w1 ≥ w2 ≥ کنيد فرض است. ممکن حداکثر اين که می�کنيم ثابت باشد. کيلوگرم ۳۰ برابر می�تواند
.w1 + · · ·+ wk > 10 که بگيريد طبيعی عدد کوچکترين را k دهد. نشان را وزنه�ها وزن · · · ≥ wn

داريم، w1 + · · ·+ wk−1 ≤ 10 چون پس

10 < w1 + · · ·+ wk ≤ 20

۱۰ ۲از صفحه�ی
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درنتيجه، و wk+1 + · · ·+ wn ≤ 10 مسأله فرض بنابر پس

w1 + · · ·+ wn ≤ 20+ 10 = 30

است. صحيح (د) گزينه�ی .۸
پس b < 2000 که می�دانيم همچنين و a

b = 2
3 چون .b = NINE و a = SIX کنيد فرض

درنظر را [1510, 1519], . . . , [1310, 1319] ،[1210, 1219] بازه�های حال .I ̸= 1 پس .N = 1
با آنگاه ،1210 ≤ b ≤ 1219 مثلاً اگر دارد. قرار بازه�ها اين از يکی در b گزينه�ها، به توجه با می�گيريم.
نيست، ۲ دهگانشان رقم بازه اين اعضای از يک هيچ چون و 806 ≤ a ≤ 812 داريم a = 2

3b به توجه
اگر اما نمی�شود. پيدا جوابی مشابه به�طور ،1310 ≤ b ≤ 1319 اگر نمی�شود. پيدا جوابی اينجا از پس

.940 ≤ a ≤ 946 که می�شود نتيجه 1410 ≤ b ≤ 1419
.I = 4 پس می�آيد. به�دست b = 1413 ،a = 942 جوابهای مثلاً اينجا از

است. صحيح (ب) گزينه�ی .۹
با است معادل شده داده رابطه�ی که کنيد توجه

x+
√
1+ x2 =

1√
y2 + 1+ y

=
√
y2 + 1− y

پس،

x+ y =
√
y2 + 1−

√
x2 + 1

(x+ y)2 = y2 + 1+ x2 + 1−
√
(x2 + 1) (y2 + 1)√

(x2 + 1) (y2 + 1) = 1− xy

(x2 + 1) (y2 + 1) = 1+ x2y2 − 2xy

x2y2 + x2 + y2 + 1 = 1+ x2y2 − 2xy

عبارت ،y = −x اگر برعکس .x+ y = 0 يعنی x2؛ + y2 + 2xy = 0 داريم √)درنتيجه،
1+ x2

)(
y +

√
1+ y2

)
√)برابر

1+ x2 + x
)(√

1+ x2 − x
)

است. ۱ برابر نيز فوق عبارت که بود خواهد

است. نادرست مسأله اين .۱۰
تابع که کنيد توجه است. نادرست (ج) گزينه�ی که حالی در درست�اند (ب) و (الف) گزينه�های می�کنيم ثابت
پس است. نزولی يا صعودی تابعی باشد، منفی يا مثبت α اينکه به بسته ،x > 0 به�ازای fα(x) = xα

درنتيجه، و است صعودی fa−b(x) ،a ≥ b اگر

aabb

baab
= fa−b

(a
b

)
≥ f(1) = 1

۱۰ ۳از صفحه�ی
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درنتيجه، و است نزولی fa−b(x) ،a ≤ b اگر و

aabb

baab
= fa−b

(a
b

)
≥ f(1) = 1

اين�صورت، در .a ≤ b کنيد فرض (ب) گزينه در است. درست (الف) گزينه�ی حال هر در و

aαb1−α = fα(a)b
1−α ≤ fα(b)b

1−α = bαb1−α = b < a+ b

گزينه�ی حال، هر در و aαb1−α > a+b که دهيد نشان می�توانيد مشابهی استدلال با هم باز ،a ≥ b اگر
است. درست (ب)

به می�شود تبديل گزينه اين حکم اين�صورت در .a = b کنيد فرض است. نادرست (ج) گزينه�ی اما

a2a ≥ (a2)
2a+1

4

يا
a2a ≥ aaa

1
2

می�شود نتيجه a − 1
2 > 0 و a < 1 چون آنگاه، 1

2 < a < 1 اگر اما .aa ≥ a
1
2 با است هم�ارز که

.aa < a
1
2 بنابراين و aa− 1

2 < 1

است. صحيح (د) گزينه�ی .۱۱

A

B C

M

N

O P

فيثاغورس، قضيه�ی بنابر

AM 2 +OM 2 = OA2 = AP 2 +OP 2

CP 2 +OP 2 = OC2 = CN 2 +ON 2

BN 2 +ON 2 = OB2 = BM 2 +OM 2

می�شود نتيجه کنيم، جمع هم با را رابطه سه اين اگر

AM 2 + CP 2 +BN 2 = AP 2 + CN 2 +BM 2

می�آيد. به�دست AP = 2
√
3 مقدار کنيم جايگذاری بالا رابطه�ی در را شده داده مقادير اگر

۱۰ ۴از صفحه�ی
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است. صحيح (ه�) گزينه�ی .۱۲
باشد، دايره با مماسها از يکی تماس نقطه�ی X اگر

A
B C

X

نقطه، قوت قضيه�ی بنابر
CX2 = CA · CB

باشد Xنقطه�ای اگر ديگر، طرف از می�کند. تغيير دايره يک Xروی بنابراين است. ثابت مقداری CX پس
خط و می�گذرد X و B ،A سه�نقطه از دايره�ای نباشد AB خط روی X و CX2 = CA.CB که
پس ندارد وجود دايره�ای چنين روشنی به باشد، AB خط روی X اگر اما است. مماس دايره اين بر CX
ABحذف خط با آن تقاطع نقطه�ی دو که CA ·CB شعاع و C مرکز به است Xدايره�ای هندسی مکان

شده�اند.

است. صحيح (ب) گزينه�ی .۱۳
جواب مسأله که می�کنيم ادعا مسأله�اند. جوابهای (x, y) = (1, 1) و (x, y) = (3, 2) که است روشن

آنگاه ،x ≥ 3 اگر ندارد. ديگری
3y = 2x + 1 8≡ 1

آن�گاه y = 2z + 1 اگر واقع در باشد. زوج بايد y پس

3y = 32z+1 = 9z × 3 8≡ 3

درنتيجه، .y = 2z کنيد فرض پس

2x = 32z − 1 = (3z − 1)(3z + 1)

نتيجه .z = 1 بنابراين، و 3z = 3 پس است. ۲ آنها اختلاف که هستند ۲ توان دو 3z + 1 و 3z − 1 پس
هستند. (x, y) = (3, 2) و (x, y) = (1, 1) معادله جوابهای تنها پس .(x, y) = (3, 2) می�شود

است. صحيح (الف) گزينه�ی .۱۴
می�نويسيم: ABD مثلث در را سينوسها قانون

AB

AD
=

sin∠BDA

sin∠BDA
=

sin 3x
sin 2x

مسأله، فرض بنابر پس
sin 3x
sin 2x =

√
2

است. x = 15◦ معادله اين جواب تنها که می�شود نتيجه آسانی به

۱۰ ۵از صفحه�ی
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است. صحيح (الف) گزينه�ی .۱۵
چون کنيد. فرض d را b و a مشترک مقسوم�عليه بزرگترين

a+ 1
b

+
b+ 1
a

=
a2 + b2 + a+ b

ab

(a + b)2 + a + b پس است. بخش�پذير ab بر a2 + b2 + a + b عبارت پس است، طبيعی عددی
ab چون که کنيد دقت می�شمارد. را (a+ b)(a+ b+ 1) عبارت ab يعنی است. بخش�پذير ab بر نيز

پس است، بخش�پذير d2 بر
d2|(a+ b)(a+ b+ 1)

d2 ≤ a+b يعنی .d2|a+bپس است. اول d به نسبت بنابراين، و است dk+1 به�صورت a+b+1 اما
که می�دهد نشان b = 6 و a = 3 انتخاب می�دهد. نتيجه را d ≤

√
a+ b يعنی (الف) گزينه�ی که

،a, b ≥ 0 هر به�ازای که است روشن همچنين نادرست�اند. (ه�) و (د) گزينه�های

√
a+ b ≤

√
2(a2 + b2)

a+ b
≤

√
3(a2 + b2)

a+ b

است. صحيح (ب) گزينه�ی .۱۶
آنگاه ،α = x+ 2 اگر

α3 − 6α2 + 13α = (x+ 2)3 − 6(x+ 2)2 + 13(x+ 2) = x3 + x+ 10

اما .y3 + y = 9 می�شود نتيجه مشابهی محاسبه�ی با ،β = y+ 2 اگر همچنين .x3 + x = −9 پس
نتيجه f(x) = −f(y) چون پس است. فرد و صعودی اکيداً تابعی f(t) = t3 + t تابع که می�دانيم

بنابراين، و x+ y = 0 می�شود

α+ β = x+ y + 4 = 4

است. صحيح (ه�) گزينه�ی .۱۷
a = xx به�صورت رقمی دو متعادل عدد هر که کنيد (توجه باشد. رقمی سه و متعادل عددی a کنيد فرض
a+ 1 اينکه برای پس است. زوج متعادل عدد هر رقمهای مجموع نيست). متعادل a+ 1 بنابراين و است
رابطه�ی بايد که است روشن .a = xy9 کنيد فرض باشد. ۹ بايد a راست سمت رقم باشد، متعادل هم
،۷۴۹ ،۶۳۹ ،۵۴۹ ،۴۵۹ ،۳۶۹ ،۲۷۹ ،۱۸۹ رقمی سه متعادل عددهای تنها پس باشد. برقرار x+ y = 9
پس نيست. متعادل a+ 1 باشد ۴۵۹ يا ۳۶۹ ،۲۷۹ ،۱۸۹ عدد چهار از يکی a اگر اما هستند. ۹۰۹ و ۸۴۹

است. ۵۴۹ باشد متعادل هم a+ 1 که a مانند متعادل عدد کوچکترين

است. صحيح (ج) گزينه�ی .۱۸
می�دهيم. نشان [△] با را △ شکل مساحت .1− x = CM

BC اين�صورت، در .x = BM
BC کنيد فرض

A

B C

P

M

N

۱۰ ۶از صفحه�ی
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اين�صورت، در کنند. قطع P Nو در به�ترتيب ACرا ABو Mضلعهای از شده رسم خطهای کنيد فرض

[BMN ] = x2 [ABC]
[CMP ] = (1− x)2 [ABC]

بنابراين،
(x2 + (1− x)2) [ABC] = ([BMN ] + [CMP ])

=
(
1− 5

18
)
[ABC]

ضلع M پس هستند. x = 5
6 و x = 1

6 معادله اين جوابهای .2x2 − 2x + 5
18 = 0 می�شود نتيجه

می�کند. تقسيم ۵ به ۱ نسبت به را BC

است. صحيح (ه�) گزينه�ی .۱۹
کره قطر يک در آنها از سه�تايی هيچ که صفحه n توسط که دهد نشان را ناحيه�هايی تعداد an که کنيد فرض
هر به�ازای که می�کنيم ادعا .a2 = 4 و a1 = 2 که است روشن می�آيد. به�وجود کره در نيستند، مشترک
an به را کره πn و . . . ،π2 ،π1 صفحه�های که کنيد فرض .an+1 = an + 2n ،n مانند طبيعی عدد
کره از قطری که است خط يک صفحه�ها اين از يک هر با πn+1 صفحه�ی اشتراک باشند. کرده قسمت ناحيه
روشن متمايزند. دوبه�دو می�ناميم ln و . . . ،l2 ،l1 را آنها که خط n اين مسأله، فرض بنابر و دارد. بر در را
می�شوند افزوده جديد ناحيه�ی 2nپس می�آيد. به�وجود جديد ناحيه�ی دو خطها اين از يک هر به�ازای که است
.an = n2 − n + 2 که کرد ثابت می�توان n روی استقرا به اکنون .an+1 = an + 2n بنابراين، و

.a9 = 74 پس

است. صحيح (ب) گزينه�ی .۲۰
می�دهيم. نشان c و b ،a با را الزاويه قائم مثلث اضلاع

A

B CH

برابر به�ترتيب نيز آنها تشابه نسبت و متشابه�اند ABC مثلث با ACH و ABH مثلثهای که است روشن
آنگاه دهيم، نشان r2 و r1 با به�ترتيب را آنها محاطی دايره�های شعاع اگر پس است. b

a و c
a

r1 =
c

a
r, r2 =

b

a
r

پس،

r21 + r22 =
b2 + c2

a2 r2 = r2

.r =
√
10 يا r =

√
r21 + r22 درنتيجه،

است. صحيح (ج) گزينه .۲۱

۱۰ ۷از صفحه�ی
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که کنيد توجه
|f(0)| = |c| ≤ 1∣∣f ( 1

2
)∣∣ =

∣∣a
4 + b

2 + c
∣∣ ≤ 1

|f(1)| = |a+ b+ c| ≤ 1
−c∣∣پس، 4

(
a
4 + b

2 + c
)
+ 3(a+ b+ c)

∣∣
=

∣∣f(0)− 4f
( 1
2
)
+ 3f(1)

∣∣
≤ |f(0)|+ 4

∣∣f ( 1
2
)∣∣+ 3|f(1)|

≤ 8

−c∣∣∣∣اما 4
(
a

4 +
b

2 + c

)
+ 3(a+ b+ c)

∣∣∣∣ = |2a+ b|

مثال و است |2a+ b| برای بالايی کران ۸ پس .|2a+ b| < 8 پس

f(x) = 8x2 − 8x+ 1

است. 2a+ b مقدار ماکزيمم ۸ که می�دهد نشان

است. صحيح (ج) گزينه�ی .۲۲
f(x) ≤ ،x مانند حقيقی عدد هر به�ازای که می�کنيم ادعا .f(x) = 3

√
2+ x+ 3

√
2− x کنيد فرض

به، می�شود تبديل f ′(x) = 0 معادله�ی کنيم. پيدا را f ماکزيمم است کافی اثبات برای .2 3
√
2

1
3 (2+ x)−

2
3 − 1

3 (2− x)−
2
3 = 0

است. 2 3
√
2 مقدار f ماکزيمم که می�شود نتيجه f(0) = 2 3

√
2 چون و است x = 0 جواب دارای که

معادله�های جواب است کافی ،2 3
√
2 < 3 چون اکنون

(2+ x)
1
3 + (2− x)

1
3 = n

2− x = 4− y3 می�شود نتيجه ،y3 = x+ 2 دهيم قرار اگر کنيم. پيدا n = 2 و n = 1 به�ازای را
بنابراين، و

y + (4− y3)
1
3 = n

يا
4− y3 = (n− y)3

= n3 − 3n2y + 3ny2 − y3

از عبارت�اند معادله اين جوابهای .3ny2 − 3n2y + n3 − 4 = 0 پس

y =
3n2 ±

√
9n4 − 12n(n3 − 4)

6n

۱۰ ۸از صفحه�ی
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معادله�ی n = 2 به�ازای و است y = 1+
√

5
2 معادله مثبت جواب ،n = 1 به�ازای است.

x = y3 − 2 =
√
5

کرد ثابت می�توان آسانی به .y1 + y2 = 2 و y1y2 = 2
3 به�طوری�که دارد y2 و y1 مانند مثبت جواب دو
.x1 + x2 = 0 بنابراين و y3

1 + y3
2 = 4 که

است. صحيح (ب) گزينه�ی .۲۳
هيچ که می�کنيم ادعا می�گيريم. درنظر را R = ( 4

√
2, 0) و Q = (1, 0) ،P = (0, 0) نقطه�ی سه

کنيد فرض باشد. گويا عددی R و Q و P نقطه�ی سه هر از آن فاصله�ی که ندارد وجود صفحه در نقطه�ای
اگر باشد. نقطه�ای چنين X = (x, y)

a = x2 + y2,

b = (x− 1)2 + y2

= a+ 1− 2x,

c = (x− 4
√
2)2 + y2

= a+
√
2− 2x 4

√
2

نتيجه اينجا از هستند. گويا اعدادی
√
2− 2x 4

√
2 و 1− 2xپس باشند. گويا اعدادی بايد c و b ،a آنگاه

،P نقطه�ی سه پس باشد. گويا عددی نمی�تواند
√
2 − 2x 4

√
2 اين�صورت در اما گوياست. x که می�شود
مسأله�اند. نظر مورد خاصيت دارای R و Q

گويا Rعددی کنيد فرض کنند. برآورده را ما منظور Bنمی�توانند Aو مانند نقطه�ای دو هيچ که کنيد توجه
را يکديگر B و A مرکزهای به و R شعاع به دايره�های اين�صورت در باشد. B و A فاصله�ی نصف از بزرگتر

گوياست. B و A از P فاصله�ی می�کنند. قطع P مانند نقطه�ای در

است. صحيح (ج) گزينه�ی .۲۴
که کنيد توجه

f(1− x) =
41−x

41−x + 2 =
4

4+ 2× 4x =
2

4x + 2
پس،

f(x) + f(1− x) =
4x + 2
4x + 2 = 1

بنابراين
2S =

[
f
( 1
14
)
+ f

( 13
14
)]

+ · · ·+
[
f
( 13
14
)
+ f

( 1
14
)]

=

بار ۱۳︷ ︸︸ ︷
1+ · · ·+ 1

= 13

.S = 13
2 = 6/5 پس

۱۰ ۹از صفحه�ی
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است. صحيح (الف) گزينه�ی .۲۵
0+1+· · ·+9 = 45 عدد با ۹ پيمانه�ی به a باشد، مسأله نظر مورد خاصيت با عددی a اگر که کنيد توجه
a برای مقدار ۷ حداکثر پس .45 ≤ a ≤ 99 همچنين است. بخش�پذير 9 بر a پس است. همنهشت
دقيقاً پس دارند. را نظر مورد خاصيت 99 و . . . ،54 ،45 اعداد همه�ی که ديد می�توان به�سادگی دارد. وجود

دارد. وجود a برای مقدار ۷

۱۰ ۱۰از صفحه�ی


