
المپياد پانزدهمين اول مرحله�ی آزمون سؤالات حل راه
کشور رياضی

۱۳۷۵ بهمن برگزاری: زمان

۲ جلد ايران، در رياضی المپياد منبع:
اخباريفر مهران کارای، ملاحی کيوان محموديان، عباداالله دکتر تأليف

است. صحيح (ج) گزينه�ی .۱
بزرگترين پس دارند، ۵ عامل ۱۰ مضربهای فقط زوج اعداد بين چون .1375 = 53 × 11 که کنيد توجه

است. ۳۰ رفته به�کار عدد

است. صحيح (د) گزينه�ی .۲
بر 5(2x+ 6y) پس است. بخش�پذير ۱۱ بر نيز 2x+ 6y پس است، بخش�پذير ۱۱ بر 9x+ 5y چون

.k = 8 پس .k 11≡ 30 بنابراين، و است بخش�پذير ۱۱

است. صحيح (ه�) گزينه�ی .۳
کند. قطع F در را L3 و E در را L1 تا کنيد رسم موازی خطهای بر عمود خطی B از

A B

CD

L1

L2

L3

E

F

بنابراين، .AE = BF = 5 پس است. همنهشت BFC مثلث با AEB مثلث اين�صورت، در

AB2 = AE2 +BF 2 = 52 + 72 = 74

است. صحيح (ج) گزينه�ی .۴
می�آوريم به�دست يکديگر از معادله دو کردن کم با

24 = x+ y2 − x2 − y
= (y − x)(y + x− 1)

۱
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(y + x − 1) باشد، فرد y − x اگر و است فرد (y + x − 1) باشد، زوج y − x اگر که کنيد توجه
دارد: امکان زير حالتهای فقط پس است. }زوج

y − x = 1
y + x− 1 = 24 يا

{
y − x = 3
y + x− 1 = 8

.(x, y, z) = (3, 6,−85) يا (x, y, z) = (12, 13, 57) بنابراين،

است. صحيح (ج) گزينه�ی .۵
تشابه نسبتهای و ABCمتشابه�اند مثلث CKLبا BGHو ،AEF مثلثهای که ديد می�توان به�سادگی

چون هستند. p−c
p و p−b

p ،p−a
p اعداد نيز

p− a

p
+

p− b

p
+

p− c

p
= 1

.r − ra = rb + rc آنجا از و ra + rb + rc = r پس

است. صحيح (ب) گزينه�ی .۶
از و راه چهار C به A (از است (4× 4) 16 ممکن راههای تعداد بگذريم C از اگر B به A از رفتن برای

راه). چهار نيز B به C

B

A

C

D

D از هيچ�کدام از که دارند وجود نيز مسير دو اما دارد. وجود راه ۱۶ بگذريم نيز D از اگر ترتيب، به�همين
است. حالت ۳۴ حالتها کل تعداد پس بزرگتر). مربع مرز (روی نمی�گذرند C و

است. صحيح (الف) گزينه�ی .۷
با که باشد رقمی k عددی n اينکه برای برابرند. خود مقلوب با که می�گيريم رقمی k عددهای تعداد را nk

که کنيد توجه اکنون باشد. صفر نبايد آن يکان رقم است، برابر خود مقلوب

n1 = 9 آنگاه k = 1 اگر

nk = 9× 10l آنگاه k = 2l + 1, l ≥ 1 اگر

nk = 9× 10l−1 آنگاه k = 2l, l ≥ 1 اگر
پس

n1 + n2 + n3 + n4 + n5 = 9+ 9+ 90+ 90+ 900 = 1098

۱۱ ۲از صفحه�ی
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است. صحيح (ب) گزينه�ی .۸
بنويسيم می�توانيم اين�صورت در باشد. داشته x2 و x1 مانند حقيقی ريشه�ی دو معادله کنيد فرض

0 ≤ 4a+ 3b+ 2c
a

= 4+ 3 b
a + 2 c

a

= 2x1x2 − 3(x1 + x2) + 4

= (x1 − 1)(x2 − 2) + (x1 − 2)(x2 − 1)

باشند. (1, 2) بازه�ی در نمی�توانند وجود صورت در ريشه دو هر پس

است. صحيح (د) گزينه�ی .۹
گرفت نتيجه آسانی به می�توان

√
123+ s2 > s + 4 و

√
123+ r2 < r + 3 نامعادله�های حل با

.r + s = 33 پس .s = 13 و r = 20 که

است. صحيح (ج) گزينه�ی .۱۰
بنويسيم: می�توانيم است B زاويه�ی نيمساز BD چون

DC

AD
=

BC

AB

،BD = BD′ که کنيم انتخاب چنان BC روی را D′ اگر

A

B C

D

D 0
1 2 2 ��

بنويسيم: چنين می�توانيم را بالا رابطه�ی و AD = D′C آنگاه

DC

BC
=

D′C

AC

DD′C مثلث بنابراين، متشابه�اند. هم با پس مشترک�اند Cنيز زاويه ABCدر DD′Cو مثلث دو چون و
DD′C مثلث خارجی DD′C∠زاويه�ی چون باشد، 2α برابر C زاويه�ی اگر پس، است. متساوی�الساقين
می�توانيم است متساوی�الساقين BD′D مثلث چون همچنين .∠DD′C = 4α می�شود نتيجه است

بنويسيم
1800 = α+ 4α+ 4α = 9α

بنابراين، .α = 200 درنتيجه و

∠A = 1800 − 4α = 1000

۱۱ ۳از صفحه�ی
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است. صحيح (د) گزينه�ی .۱۱
EMC و EBC قائم�الزاويه�ی مثلثهای که است روشن بناميم، E را CD و BM تقاطع نقطه�ی اگر

.AC = 2BC درنتيجه، و BC = MC پس همنهشت�اند.
بنابراين، و ∠A = 1800 − 2α باشد، α با برابر ∠C اگر

sinA = 2 sinα cosα

سينوسها قضيه از پس
sinA

sinB
=

BC

AC
می�شود، نتيجه

2 sinα cosα

sinα
=

1
2
.sinα =

√
15
4 يا cosα = 1

4 بنابراين، و

A

B C

D

M

E

است. صحيح (ب) گزينه�ی .۱۲
بنويسيم می�توانيم که کنيد توجه

a = mc+ r, b = nc+ r, a = lb+ 2r

.l = 1 يا l = 0 می�شود نتيجه ،a < 2b چون نامنفی�اند. و صحيح عددهايی l و n ،m که
بنابراين، m = 0 پس .0 ≤ r < c اما .mc = r درنتيجه و a = 2r می�شود نتيجه ،l = 0 اگر
.b = a−2r درنتيجه، و a = b+2r می�شود نتيجه ،l = 1 اگر است. تناقض که a = 0 پس .r = 0

بنابراين،
a+ b

2 =
a+ a− 2r

2 = a− r = mc

از واقع در نيست. بخش�پذير c بر لزوماً a+b
3 اما است. بخش�پذير c بر a+b

2 يعنی

a+ b

3 =
2a− 2r

3 =
2(a− r)

3 =
2mc

3

و a ≥ 3c لزوماً پس باشد. بخش�پذير ۳ بر بايد m باشد، بخش�پذير c بر a+b
3 اگر که می�شود نتيجه

نيستند. برقرار لزوماً روابط اين که می�دهد نشان c = 6 و b = 9 ،a = 15 مثال اما .b ≥ 3c

۱۱ ۴از صفحه�ی
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است. صحيح (ج) گزينه�ی .۱۳
می�ناميم. N را مشترک مقدار و باشند شده داده قرار شکل مطابق اعداد می�کنيم فرض

e ia

gcb d f h

بنويسيم می�توانيم
N = a+ b = h+ i

بنابراين،
2N ≤ 6+ 9+ 7+ 8 = 2× 30

آنگاه ،N = 15 اگر اما .N ≤ 15 درنتيجه، و

{a, b, h, i} = {9, 8, 7, 6}

وسط، دايره�ی از استفاده با درنتيجه و

N = d+ e+ f ≤ 5+ 4+ 3 = 12

است. ممکن N = 14 که می�دهد نشان زير مقادير .N ≤ 14 پس است. تناقض که

a = 5, b = 9, c = 2, d = 3, e = 4, f = 7, g = 1, h = 6, i = 8

است. صحيح (د) گزينه�ی .۱۴
که کنيد توجه

S =
(2−1)(22+2+1)(3−1)(33+3+1)···(100−1)(1002+100+1)
(2+1)(22−2+2)(3+1)(33−3+1)···(100+1)(1002−100+1)

چون اما
((n+ 2)− 1) = n+ 1

و
(n+ 1)2 − (n+ 1) + 1 = n2 + n+ 1

می�شود نتيجه

S =
(2− 1)(3− 1)(1002 + 100+ 1)
(22 − 2+ 1)(99+ 1)(100+ 1) =

10101
15150 ≃ 0/66673

است. صحيح (ه�) گزينه�ی .۱۵
معادله�ی می�کنيم ثابت

1
x
− 1

y
=

1
n

۱۱ ۵از صفحه�ی
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عددی p کنيد فرض باشد. اول عددی n اگر فقط و اگر دارد منحصربه�فرد جواب طبيعی اعداد مجموعه�ی در
معادله�ی اين�صورت در باشد. اول

1
x
− 1

y
=

1
p

به�صورت می�توانيم را
x =

yp

y + p

اين�صورت، در بنويسيم.
yp = x(y + p)

.y+p = kpپس است. ناممکن که y = k(y+p) آنگاه ،x = kp اگر اما دارد. p عامل x(y+p)پس
بنابراين، .y = p(k − 1) پس

x =
p2(k − 1)

pk
=

p(k − 1)
k

منحصربه�فرد جواب x = p − 1 و y = p(p − 1) بنابراين .k = p می�شود نتيجه ،k > 1 چون اما
است. معادله

متمايز جواب دو دارای معادله آنگاه ،n = pq و q > 1 ،p > 1 اگر ديگر، طرف از

x = n− 1, y = n(n− 1)

و
x = p(q − 1), y = pq(q − 1)

نيست. اول شده داده اعداد از هيچ�کدام کنيد توجه است.

است. صحيح (ج) گزينه�ی .۱۶
چنان را اعداد اگر حال چيده�ايم. ام i ستون در را (j = 0, 1, . . . , 24) i + 25j اعداد که کنيد توجه
jهای و i با i + 25j به�صورت عدد ۲۵ نباشند، ستون يک يا سطر يک در دوتايی هيچ که کنيم انتخاب

با است برابر عددها اين مجموع پس داريم. متمايز

1+ 2+ 3+ · · ·+ 25+ (0× 25+ 1× 25+ · · ·+ 24× 25)

با است برابر فوق عبارت که

25(25+ 1)
2 + 25× 24(24+ 1)

2 =
1
2 (25

3 + 25)

است. صحيح (د) گزينه�ی .۱۷
کنيد فرض است. بخش�پذير x− 2 بر P (x) که است روشن

h(x) =
P (x)

x− 2 = bn−1x
n−1 + bn−2x

n−2 + · · ·+ b0

آنگاه ،0 ≤ k ≤ n اگر که کرد ثابت می�توان آسانی به

bk − 2bk+1 = ak+1

۱۱ ۶از صفحه�ی
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پس .h(1) = −P (1) = 0 که کنيد توجه .a0 = −2b0 و

bn−1 + bn−2 + · · ·+ b0 = 0

است. ۱ با مساوی يا از بزرگتر ضرايب اين از يکی دست�کم پس باشند. هم�علامت نمی�توانند bi ضرايب همه�ی
،bk ≥ 1 که باشد طبيعی عدد کوچکترين k کنيد فرض ،b0 < 1 اگر .a0 ≤ −2 آنگاه ،b0 ≥ 1 اگر

bj ≤ 0, j = 0, 1, . . . , k − 1

اين�صورت، در
ak = bk−1 − 2kk ≤ −2
است. −2 با مساوی يا از کوچکتر P (x) ضرايب از يکی دست�کم پس

است. صحيح (د) گزينه�ی .۱۸
می�شود، نتيجه (x, y) ∈ Ct از آنگاه ،t = 1 و t = 0 اگر که کنيد توجه

yt+ (1− t)x ≥ (1− t)t, 0 ≤ x, y ≤ 1

درنتيجه، و
y ≥ t− 1

t
x+ 1− t = 1+ x− x

t
− t

،t ∈ (0, 1) به�ازای ،S مجموعه�ی در که کنيد توجه
x

t
+ t ≤ 2

√
x

بنابراين،
y ≥ 1+ x− 2

√
x = (1−

√
x)2

می�شود نتيجه ،C0 = C1 = S چون .
√
x+

√
y ≥ 1 درنتيجه، و

A ⊆ S ∩
{
(x, y)|

√
x+

√
y ≥ 1

}
که ديد می�توانيد آسانی به ديگر، طرف از

S ∩
{
(x, y)|

√
x+

√
y ≥ 1

}
⊆ A

درنتيجه
S ∩

{
(x, y)|

√
x+

√
y ≥ 1

}
= A

است. صحيح (الف) گزينه�ی .۱۹
در Pi توان اگر می�کنيم: تعريف چنين 1 ≤ j ≤ 1375 به�ازای را xj =

(
αj

1 , α
j
2 , . . . , α

j
10

)
بردار

است روشن .αj
j = s می�دهيم قرار ،s ∈ {0, 1} که r 2≡ s و باشد r برابر a1a2 . . . aj حاصل�ضرب

.۱ يا است ۰ يا (1 ≤ j ≤ 1375 ،1 ≤ i ≤ 10) αj
i که

دو دست�کم x1375 ،. . . ،x2 ،x1 بين پس است. ۱۰۲۴ يعنی ،210 حداکثر متمايز xj بردارهای تعداد پس
زوج al ،. . . ،a2 ،a1 بين Pi تعداد اگر ،1 ≤ i ≤ 10 به�ازای پس برابرند. (k < l) xk و xl مانند بردار
Pi تعداد اگر است. زوج نيز al ،. . . ،ak+2 ،ak+1 بنابراين و ak ،. . . ،a2 ،a1 بين ها Pi تعداد باشد
،ak+2 ،ak+1 بين بنابراين و فرد نيز ak ،. . . ،a2 ،a1 بين Pi تعداد باشد، فرد al ،. . . ،a2 ،a1 بين ها

است. کامل مربع ak+1ak+1 . . . al پس است. زوج al ،. . .

۱۱ ۷از صفحه�ی
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است. صحيح (د) گزينه�ی .۲۰
که کنيد توجه .2k|n که باشد k صحيح عدد بزرگترين نشان�دهنده�ی O(n) کنيد فرض

A =
94n − 1

8
همچنين، و

92
t+1·s − 1 =

(
92

t·s − 1
)(

92
t··· + 1

)
می�شود نتيجه است، 4k + 2 به�صورت عددی 92t·s + 1 چون

O
(
92

t+1·s − 1
)
= O

(
92

t·s − 1
)
+ 1

باشد، فردی عدد s اگر حال
O (9s − 1) = 3

بنابراين، و

O

(
921375+2·s − 1

8

)
= 1377

است. صحيح (ه�) گزينه�ی .۲۱
داريم، x حقيقی عدد هر برای که کنيد دقت

x2 −
(
x− 1

2

)
=
(
x− 1

2

)2
+

1
4

که می�شود نتيجه f (x2) = 0 آنگاه ،f
(
x− 1

2
)
= 0 اگر که اين به توجه با و x2 > x − 1

2 پس
g(x) درنتيجه، و ندارد ريشه f بنابراين می�شود. پيدا آن برای ريشه بينهايت باشد داشته ريشه يک f اگر

است. مثبت همواره

است. صحيح (ج) گزينه�ی .۲۲
.∠BAF = α کنيد فرض

EDFB C

A

بنويسيم، می�توانيم ABF مثلث در
BF

AF
=

sinα

sinB

بنويسيم، می�توانيم AEC مثلث در
EC

AE
=

sinα

sinC

۱۱ ۸از صفحه�ی
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پس
BF

EC
=

AF

AE
· sinC
sinB

=
AF

AE
· c
b

(۱)

داريم، مشابه به�طور نيز ABE مثلث در همچنين،

BE

AE
=

sin(A− α)

sinB

بنويسيم می�توانيم ACF مثلث در و

FC

AF
=

sin(A− α)

sinC
پس

BE

FC
=

AE

AF
· sinC
sinB

=
AE

AF
· c
b

(۲)

می�شود، نتيجه (۲) و (۱) رابطه�های از

BF

FC
· BE

EC
=

c2

b2

داشت، خواهيم ،BE = CD و BD = EC چون اما
BE

EC
=

CD

BD
=

b

c

بنابراين، و
BF

FC
=

c3

b3

است. صحيح (د) گزينه�ی .۲۳
کند. قطع D در را مثلث محيطی دايره�ی تا می�کنيم عمود BC بر خطی C نقطه�ی در

A

B C

D

H

.∠BAD = 900 بنابراين، و است دايره قطر BD که است روشن
AH = درنتيجه، و است متوازی�الاضلاع AHCD ضلعی چهار يعنی .CD∥AH و CH∥DA پس،
چون است. 450 برابر BDC زاويه�ی BCD مثلث در بنابراين، و BC = AH همچنين، CD

.450 برابر BDC زاويه�ی که می�گيريم نتيجه ،∠BAC = ∠BDC

۱۱ ۹از صفحه�ی
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است. صحيح (ج) گزينه�ی .۲۴
،j مانند عددها اين از يک هر به�ازای بگيريد. درنظر را ۱۰۰ از کوچکتر فرد طبيعی عددهای مجموعه�ی
زيرمجموعه�ی دو از پس باشند، داشته قرار نظر مورد مجموعه�ی در می�توانند 2j و j عدد دو از يکی حداکثر

{1, 3, 5, . . . , 99}, {2, 4, 6, . . . , 98}

مضارب و ۴ مضارب مجموعه�ی دو از ترتيب به�همين دارند. قرار نظر مورد مجموعه�ی در عدد
[ 99

2
]
حداکثر

يعنی فرد، عددهای ۸

{4, 12, 20, 28, . . . , 92}, {8, 24, 40, . . . , 88}

حداکثر که می�شود نتيجه استدلال اين ادامه�ی با دارند. قرار نظر مورد مجموعه�ی در عدد
[ 99

8
]
حداکثر

با است برابر نظر مورد مجموعه�ی عضوهای 99]تعداد
2

]
+
[99
8

] [99
32

]
+
[99
64

]
= 66

است. صحيح (ه�) گزينه�ی .۲۵
nk ≥ k که است روشن اين�صورت در است. صعودی اکيداً شده بيان خاصيت با دنباله�ای هر می�دهيم نشان
،k مانند طبيعی عدد هر به�ازای درنتيجه، .k + 1 > nk که می�شود نتيجه nk+1 > nnk

رابطه�ی از و
دنباله اعضای همه�ی از n1 که می�کنيم توجه است صعودی دنباله�ای {nk} اينکه اثبات برای .nk = k
آنگاه ،nk = α باشيم داشته k > 1 به�ازای و باشد α دنباله مينيمم عضو اگر زيرا است کوچکتر اکيداً

جديد دنباله�ی و کنيم حذف دنباله از را n1 اگر حال است. تناقض که nnk−1 < α

n2, n3, . . .

ترتيب اين به است. آن عضو کوچکترين n2 بنابراين دارد. را خاصيت اين نيز دنباله اين بگيريم درنظر را
است. صعودی اکيداً دنباله�ای {nk} که می�شود نتيجه

است. صحيح (الف) گزينه�ی .۲۶
که کنيد توجه

S =
∑7

t=0 2t
∑8

i=1
(
i−1
t

)
=

∑7
t=0
∑8

i=1 2t
(
i−1
t

)
=

∑8
i=1
∑7

t=0 2t
(
i−1
t

)
=

∑8
i=1 3i−1

= 38−1
2

= 3280

است. صحيح (الف) گزينه�ی .۲۷
قرينه

∏
1≤i<j≤9 (xi − xj) کند عمل {xi} روی می�کند عوض را xj و xi جای که جايگشتی اگر

نگاه ثابت را x4
1 + x4

2 + · · ·+ x4
9 جمله�ی حاصل�ضرب، بسط جملات روی جايگشت اين اثر اما می�شود.

با درجمله�های که می�دهد نشان استدلال همين واقع (در است. صفر جمله�ی جمله اين ضريب پس می�دارد.
نيستند). برابر توانی دو هيچ ناصفر، ضريب

۱۱ ۱۰از صفحه�ی
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است. صحيح (الف) گزينه�ی .۲۸
آمده به�دست بردارهای مجموع برابر |R⃗ − B⃗| کنيم کم هم از شکل) (مطابق يک�درميان را بردارها اگر
نقطه�ای به را دايره از نقطه�ای واقع در آنها مجموع لذا هستند مجزا و هم سر پشت بردارها اين اما بود. خواهد
است. ۲ يعنی دايره، قطر با مساوی يا از کمتر R⃗− B⃗ بردار طول پس می�دهد انتقال دايره روی يا درون در

است. صحيح (د) گزينه�ی .۲۹
(مثلاً دارند قرار آن از 1200 مساوی يا کمتر فاصله�ی در نقاط تعداد کمترين که باشد نقطه�ای x کنيد فرض
همچنين، دارند. 1200 مساوی يا کمتر فاصله�ی در ديگر نقطه�ی k خود نقطه k اين از کدام هر نقطه). k
کمانهای تعداد پس دارند. قرار هم از 1200 از کمتر فاصله�ای در نيز ديگر نقطه�ی 24 − k از نقطه دو هر

با است برابر حداقل 1200 مساوی يا )کمتر
k + 1
2

)
+

(
24− k

2

)
=

k2

2 +

(
24− k

2

)
+ k

نقطه ۱۳ و قطب يک نزديک نقطه ۱۲) است. ۱۴۴ برابر k = 13 يا k = 12 به�ازای آن مقدار کمترين که
می�دهند.) به�دست را ۱۴۴ ديگر، قطب نزديک

است. صحيح (ج) گزينه�ی .۳۰
که کنيد توجه

∠BHC =
∠BC + ∠AD

2 = ∠BC

.y−x = ab داريم بطلميوس قضيه از استفاده با و است OHBCمحاطی BOC∠پس =
⌢

BC چون و

۱۱ ۱۱از صفحه�ی


